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PREFÁCIO 
DA EDIÇÃO EM PORTUGUÊS 


Este Compêndio contém mais de 3000 problemas escolhidos 
sistematicamente de análise matemático е foi Escrito para os estus 
antes das escolas técnicas superiores da URSS, para о curo normal 

matemática superior. Dedicase especial atenção aos capitulos do 
Curso que exigem maior prática (determinação de limits, técnica de 
diferenciação de funções, construção de gráficos das funções, inte 
ração das funções, resolução de equações diferenciais etc), Foram 
Чай as bases importantes para a prática des cálculos aproximados. 

Os parágrafos do Compindio contêm, pequenas introduções te% 
ricas е explanação das fórmulas. No entanto, pressupõe se que estu- 
dante tenha asistido is aulas correspondenias do curso de análise 
matemática e, assim, as formulações apresentadas dos teoremas 
têm apenas caráter de trabalho, Por laa, em motos raros, as con- 
dies! de demonstração não são apresentadas por completo, 

o Coupéndi são dados cremos de soluções de prüblemas 
típicos. Esta circunstância permite que os estudantes de cursos 
noturnos ou de cursos vagos, bem como pessoas gue estudam inde 
pendentemente, utilizam mais pienamente o presente Compêndio. 

“Todos, os problemas têm respostas; aquiles que sio marcadas 
por asterisco |°) ou duplo asterico(e™) possuem, na parte das res 
postas, breves indicações para a se solido ou à sua ação. Pu: 
trasa, parte dos problemas possuem gráficos ou figuras. 

ste Campêndio fü compos por ut grupo de professores e 
catedráticos de escolas técnicas superiores delloscovo e £ o resultado 
dor css de matemática super par des ministrados, Na Unizo 
Soviética o Compêndio já viu sua ? edição e foi traduzido para varias 
linguas (inglés francês, espanhol, italiano, eic). 

Vamos esperar que a tradução para o portugués do presente Cam- 
péndio permita a seus leitores term uma idéia sobre o curvo de 
iilis matemática nas Escolas Técnicas Superiores da Unido Soviética 

Or autores 


Moscovo, M de Abril de 1975 


ШЕЕ cas ofa 


Biblioteca Centrat 


Capítulo 1 
INTRODUÇÃO A ANÁLISE 


$ 1. Noção de função 


Chama-se grandesa abc do número тем а o número não negativo [a |, determi 
cado a Cgi amani Plac cu m PE Mia os 
DEDIT 


rr 

E ES a arae SEI EL 
nd o O e fedus 
oS to ms onto expo E, error 
Mate de M ыс E EE 
pa o TRI mE орыс шш: 
A A 

A 
MC e cip cs 
enim 
ho qM 
a E re 
o ир чыры 
eeu d mo TE 


Soho. A dação sari definida, sa 


2-1>0, 
É 821112 1, Desta боз o cao de exi da unção é o conjunto de 


A Fração rerit. para tados sas dus io valores da fono f) а squa. 
sto у= tm emir бака om relação Š variavel s it é, aee uma Ian. 


BS pa dente todos vice tds das pes serto don como 


5 CartroLo1. mareke А ANAIS 


pires o 
Seção. Resivesdo а equação (1 em relato а (3, teremos 
KET 
e a 
O campo de determinação da андо D) ec, evidentemente, o repite 


A Podia aspas ipii. Apo y de. dea Pe ma ca de 


19 Demonstrar que se a c b sio números reais, então 
llai>[bi<la= 61а |101 

2. Demonstrar as seguintes igualdades: 

а ТаТар 


b) Jal = at; а yam 
3, Resolver as desigualdades: 

als=1]<3; ETSE 
ble + 1| 22; ТРЕЕ 


А Acher Л) AO) JO f), ДЭ, A, = Ji) = e = ert 


+ tiro 
lara A 72:02) 
6. Seja JI) = arcos ба a). Achar / (È |, ДИ AUO) 


7. A função Jla) é linear, Achar cota unção, se Д) = 


i Acia ums função recio inteira) de segundo ra, e 
ی‎ o valor араанд 
de ааыа qoe à uta fe) vo septo Temas é 
nde aa aa ass de Juno) 


STI > log 2 como segre, spen o logaritmo decis do número ж. 


Dedos АЛЫ E 
sueo ox reeaBibioteca Central y 


10. Escrever а função 


através de uma fórmula, utilizando o sinal de grandeza absoluta. 
Determinar o campo de existência das funções: 


Раа 
FZ: b) y= X 73 qe y PTF. 


т. y Fen de 
22. Seja Да) = 2: — 13 — 5x? + 6x — 10, Achar 


«t = UG) +A e (N= TUG) =I 


23. A função fla), determinada no campo simétrico — < 

< x < 1, chama-se per, se f(—x) = f(x), е impar, se /[—х) = — Да). 
Verificar quais das funções dadas são pares e quais são impares: 
I =F + e 


элә e l'UE е—-үГ ун: 


9 ftà - Tic THE 


a f) =e 


аломот, 

24”, Demonstrar que qualquer função Да), determinada no inter- 
ЗЕЯ sole ada Да a oma de funes par 
impar 
iB ementa qu o poto e ds ttes pares oy ds 

ms pares d [gdl а ula funçao par е о produto de uma função 
pan poe uia un impar é igual s ama {идо par 

2i. A função Jle) é Periódica se existir um número T positivo 
(echado de Йи iai que fi +. Туе para todos os vales 
denis no tipo de cust da unção Jo) 


“ contrito 1. ieraovução À asa 


Determinar quais das funções abaixo enumeradas são periódicas 
é achar, para as funções periódicas, o periodo mínimo de seus T: 


a) Дф) == 10 sen 36; 4) Л) = senta; 
Wo) asena + Boosh: Oi) = seno 
940) - Vies: 


22, Exprimir o comprimento do segmento y — MN e a área S 
da figura AMN como função de x = AM (fig. i). Construir o gráfico 
destas funções 


28. A densidade linear (sto é, a massa da unidade de 
2) nos intervalos АС = ty C 


30. Achar ДИЛӘ), se Ла) = 
31. Achar Дк + 1), se fls — 


32. Seja /[n) a soma de я termos de uma progressão aritmética. 
Demonstrar que 


Jin + 3) — Min + 2) + ia 1) — fin) = 0. 
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sı кодо ps Função 5 


33, Demonstrar que se 
[E 
£ ss meros x зр а, formam uma progreso aritmética, então, 


os números fi, Дн) е f(x. também, formam uma progreso 


34 Demonstrar que зе ЛЫ) é uma fonção exponencial, isto é 


a] E 2 + ot addis s, mt fora uma progra 
отау Jeu Je forma wa pg 
РЕС 

35. Seja 


аж. 


A= 


Demonstrar que 


feb = (E, 


36. Seja el) 
Demonstrar que 
e + )ج = و‎ #90) + Va 0) 


e +a e +) =} (e a, 


Hx +) = 909 HO) + elo) (2). 
37. Achar f(—1), А0), fU), se 
езеп x quando —1 <#<0, 
I = juge quando 0 < z< +e. 
38, Determinar as raízes (zeros), os campos positivos e os campos 
negativos da função y, зе: 

FELIS 
By=242—2%; 
dy lat 


39, Achar a inversa para a função y, se 


ayers q) Я 
paraa 07-43: 
Wi d= arte 


Em que campos serão definidas estas funções inversas? 


“ carreta їхтконщдло A адына 


а função inversa de 
Bx 
a TED 
41. Escrever os dados das funções em forma de igualdades, sendo 
que cada membro deve conter uma função elementar bem simples 
{е potência, exponencial, trigonométricas, ete): 
ару 0—99 y=: 
y2 
42. Escrever as funções compostas, dadas em formas de igualdades, 
como uma só igualdade: y 
dy-€ а-ал; 
nee 
2u, se «<0, 
RIF se u>o; 
NE ub. 


d} y = arcsen 7) 


43, Escrever de forma explícita as funções y, dadas pelas equa- 
goes 
a) at arccos y 
3j 10" + 10” 
©) 121-22 
Achar os campos de definição de dadas funções implicitas. 


$2. Gráficos de funções elementares 


ы E ries dan ções y ДӘ tt, a pda, meto 
o Ao 0,1, 22 y w pata uio destes times po uma ina, cio cares deva 
S siis Ды fan temendo Bar sa operações recomenda e uu 
ie ima rega de cd, 

A consent de gráficos facilita o estado das curas as funções elementares 
desserts rer too VU. Partindo do itn 

vf © 

—— P: 
Wy A), решємшдә indica do gio G em lação so eixo ОХ. 
2) i flr) — өртшимдо américa do grito G em ração ao eizo ОУ; 
з) э = fis — a) — gráfico G, deco a Longa do eixo ОХ o valer а: 
СЬКИЙ — йө G, delgado ao longo do sio OY no valor b (fi. 3 


МРОТ ETEEN NNE: 
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==. Conte o grifo da tuto 
(+2). 
seção. A a road € id у = wa decada, Ia oro 
ок, з a eta, dove Š Gi. 9, 


nos 
Construir os gráficos das funções lineares (linhas retas): 
аус mamo, i 2 


y= s+, 
46. y= e 2. 


D Carro, тнтконддо à anats 


Construir os gráficos de funções racionais de valor inteiro de 2° 
grau (parábolas): 


4. 9 = ае, ED 


а. yore месо — 

ө. (E җе = hh L 

ж. y= e (E De 

з. ym ant к + e, se: ami bm 2 em; 

дас 28 em 

52. y= 2 + z — gf, Encontrar o ponto de interseção desta pa- 
ный dom o dio OA. PA MURORUM 


Construir os gráficos de funções racionais de valor intero de grau 
superior 20 segundo: 


53°. y = a? (parábola cúbica). SA y = 2 + (x — 1}. 
зз. yer * 
S уен 
Construir os gráficos das funções lineares fracionárias (hipérbols) : 


в. у= (шешне de Nen) 


Ort 


70. у= зї 1. (tridente de Newton). 


— ША Сеа ay 


Construir os gráficos das funções irracionais: 
ne yf m. y 
л>. y= F (parábola de Neil) 
та у= + їх (parábola semicúbica) 
9. y= + EVET (elipse) 


ОЛ 


DER 
утаа se q =, E Em E 
Lye sensa). 

С у= asen к + beos x, se a = 6, bu 8, 


» 


99. y = cos $ 100, у= fes 
Construir os ийет das fanges exponencinis e logis 
її. у= ©, se a= 2}, e (e= IBY. 


а E А anti 


104º, y = cosh x, onde сев к= L (8º 40) 


105°. y = tgh x, onde tgh y = 29 


106. ую" 
1079, y = 67? (curva das probabilidades). 


18. y=2 109. yk 
па усш» u y = lele 

na ve ren 

Me у= 15. y loft + 

Té уш утаа 

Consti os gráfico ds feng tionemétrics inversas: 
st. y marsen — 119. y= arccos x 

їй ушш x I. y = acts < 

22 yacente 123, y m aros $ 

124. y = aeg 

Construir os gráficos das funções: 

125. у= |а|. 1%. у= (+ |], 


Li mele: ууя 
sem + |за al; D) y= sen я [sen el 
[3 — х? quando | x|«1; 
jp quando all, 
190. a) y = [Ó b) y — x — P, onde [s] é a parte inteira do 
número 3, aio o hero ineo máxi, mundo ou igual a Ж. 
Construir os gráficos das funções no sistema polar de coordenadas 
єў r0): 
1, rm 1 (circunferência). 
1329.7 = (espiral de Arquimedes) 
133°. rmt (espiral logaritmica). 
зм. r= (espiral Hiper). 


їз. r2 eos e. (circunferência) 


пий edd do Pas 
на. omáricos ne роо ик; Contra! a 


137. ro seet $ (parábola). 


1389. y = 10 sen 39 (rosa de iris pétalas). 
139°, y = all + сов 9) (a > 0) (сална) 
140°, r = at cos 2060-0) (lemniscata ). 
os gráficos das funções dadas parametricamente: 
1418. x =P, y — P. (parábola semicibica). 
142%, x = 10соз!, y = sen £ (elipse). 
439. x = 10 cost, y — 10 sent (asitide). 
144%. z — altos! + tsen i), y = alsen t — t cos (Hesemsoeimen- 
to do circio). 
1450, х= 


TER у тта (olha de Descartes). 


мв. х= y= 


17, ae P2 y— Z (ramo da hipérbole). 

М8. x= cs, y = зе (segmento da seta) 

Mx jm n — n. 

150°. x = a(2 cost — cos 21), y = a(2 зеп! — sen 24 (cardióide ). 
Construir os gráficos das funções dadas implicitamente: 

151*. a° + yt = 25 (circunferência). 

152. xy == 12 (hipérbole). 153% y%=2% (parábola). 
(dijs). 155, yë = «%100 — 9. 


= (semicircunforência). 


156%, s+ ge (bh) 1579, x+ y m 101g y. 
[m 


ү Fim C "7 (espiral logaritmica). 
at + ° 32y = 0 (folha de Descartes). 
161, Compor a fórmula de passagem da eseala Celsius (C) 
a escala Fahrenheit (F), sabendo-se que OC corresponde а SZP e 
Ло correspondem à 212, Construir o gráfico da função obtida. 
162. No triángulo de base 5 = 10 e altura à = 6 está inserito 
um retângulo (б 3). Exprimir a dica deste retângulo y como 
unção da sua base x 
Construir o gráfico desta função е achar seu valor máximo. 


163. No triângulo ACB o lado BC = a, o lado AC =b e o 
Angulo variável $ ACE = x (fig. б. 


Exprimir y = área ДАВС como função de x. Construir o gráfico desta 
função e achar seu valor máximo. 


164. Resolver graficamente as equações 
a tS +20; d) Om x: 

$e OSes 
бахс бан 
165. Resolver graficamente os sistemas de equações: 


а) ay = 0, z+ y= 7; 
b ayes de 
9 аху 25 


ds yd z+ t= 6; 
узв я ym cor (0528). 


aa да û Pa 
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$ 3. Limites 
SS 
do ata ça eo vd ab, ea 
[spe hu 
">l imam e 
Dess cma, paca cada número polvo e Ы em nima Mc Lo Pu que 


n—————— 

RIT Ug to ¿ x mots (1 é comeca 

MD 
mga 

se para quiu e > 0 existe um número 8 = ЫШ > 0 ta, que 


[лд ае аео |ә] 


Por anal, 
dc^, 
= MB A < e sado | zi мы. 
шыгы. Sabin. a Мад convencional 


infi = o, 


жю quer dizer, que IHU > E. sendo 0 < | 
MUS ies Wende. Se z< (———— 
АДАММА wa S aea m a ria Ola ra m: 


< ME. onde E é om número 


de= 0 = im foh e fino dm n 


cameras repatiamente, imis à enguarda da função Ди) no ponto а, o Helle 
aaa de tangao Jir) vo ponto a һи ats netos ede) 


E CAPITULOS, ermopução А амина 

Ten a eittaí do limite da função i) sando # > a, € veces culito 
ue Sia Pando oun 

fa fia + 0 

Se ente on m Ay e im f) enis esto os seguintes teoremas: 
E жай + AUT = Bm + mp 
а E A) = ман ‘Bm A 
э алинин = долаю р 


оз prats inte so де uo Enquete 


440, 


am (1 E) = tg +a remos. 


кешу 2 Achar es limits À direita e À esquerda da tenção 
LE 


Seção. Temo: 


1049 = se [шек 1] 


fa вв [меш 
Neste caso, o limite da função l3), quando > 0, evidentemente, não existe. 
166. Demonstrar que quando n-o o limite da sucessão 
1 
LA 


€ igual a zero. Para que valores de я será válida a desigualdade: 
1 
i 
(e é um número positivo arbitrário)? 
Fazer a cálculo numérico, se: a) e= 0,1; b) 
= 0,001 
167. Demonstrar que o limite da sucessão, 
= вела 
quando я + co, é igual a 1. Para que valores de я> N será válida 
à desigualdade i А 
PEE 


(e é um número positivo arbitrário)? 
Achar N, se: a) e= 0,1; b) e 0,01; c) e= 0,001. 


001; 9 em 


someras Biblioteca Central 2 
168, Demonstrar que 
listed. 
Como escolher para um dado número positivo e, um outro nú- 
mero positivo 8 qualquer, de forma que a desigualdade 
š pi lz=21<8 
A ГЕСЕ 
Calcular 3, se: а) є — 0.1: b) em 0,01: 0) e = 0001. 
169, Esclarecer o sentido exato das anotações convencionais: 
a) miga o; b) Jim 2 +e; c) lim fo) =. 
170. Achar os limites das sucessões: 


уз 1 


ara Var hr 
3) 02; 023; 0233; 02333; 
Achar os limites; 
тараана) 
17, lim CEDRO ИКЭ, 


m азаа еса ei] 


a + B 


Uem. MP 
E 
197. im (1443: ۽‎ 


1780, lim ERZE 


rJ 
179. dim ET). 180, dum. 


БЕП 


К-үн кшш de, mb de reo, onde 
Ион, pode cem gado, sube, em malo css para fis, que 


E CAPITULO. isrxoução А ALR 


LETE 
AU PET 


181 tim (+ 1 
КЭРТ 
сш 
ш. da Pre ei 
P 


mta 


a SAFE =e plains iii ө Pla) YO ou QU) 40, cto, o imite 


< encontrado diretamente 


Mas, de Pl = Qla) = 0, ento, recomendar sipúica а tação ZU, 


чта ou mais vezes, pelo binômio x — a. m 
Du 
FEM د‎ "T 
n mim DI a tt? 
Күреп 
191. lim ŽEL lim ft + 10 
ro w 
Aa zu 
W nã M aera 
miii Plata 
ERT M imr E 
т шыс үс кс | 
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FTF 
Seção. Supondo que 
itra 


op mta un o A 
E E mue 


вено $. 


Bazara 


>. 


203, lim 


tm 12525 
эт. tim 208. tim 0), 
209. im FERVE +o 

dac EET 
Du E ra A 
LdmürTa-Km 20 RF 9 


213 lim (FZ FS 


зм. im (PFI 205, а (Т 


presa que lim en ms a n cos m cos jam синда. 


көзөө М. 


216. a) lim. 


D 


mari) 


ей Federal do Par 


sa ers Biblioteca Ct 


Ao ошман os its do tipo 


Ge exite o mts i 


ode 2,18... Enter de Noper- 
remp 7. Adae (e 


e 


=) - ЕСЫ 


Seção. Temos 


seu 


Solução Temos 


Pars o cal ds limites abaixo relacionados, é útil saber, que se existe o € 
site int, atio " © 


задала) = мити. 


Exemplo 10, Demonstrar que 
a Att _, 


Soto Temos 
зунан cade 07] inen 


A Jó) & usada com iquisci rato а гадо dos exercicios 
253. lim Пара + 1) — ln (e + 2). 


эй. tim MIA, 255. 
256. Jim ааб + 1) — nx. 287. 


259. 


ую 
ver nºs. 103 e 104) 
“Achar os seguintes limites laterais: 


лә. termoDução A ANALES 


ir os gráficos das funções (n é natural) 


Jim (cos a). 272%, y = lim 


түк 69. 

25. y ай 274. y= lim (arctg ma). 

25. y lim TTF (0) 

276, Transformar em fração ordinária a ração peri 

a=0.13888.., 

considerando-a como limite da fração finita correspondente, 

277. O que ocorre com a raiz da equação quadrada 

Се 

жо coeficiente а tende a zero e os coeficientes b é ¢ são constantes, 
Sendo que b 0? 

278. Achar o limite do ângulo interno de um polígono regular de 
tados, quando woe 20041 Vm 

279. Achar о limite dos perimetros de mpoligonos regulares, 


inscritos numa circunferência de raio R е circunicritos ao seu torno, 
quando яс. 


da PA, Achar o limite da soma dos comprimentos das ordenadas 


ica mista dada 


y= e" cos ar, 


traçados nos pontos x= 1, 2,.., m, quando so. 


281. Achar o limite da soma das áreas dos quadrados, construídos 
sobre as ordenadas da curva 


z 


como bases, onde x 
que A+ co. 

282. Achar o limite, quando я оо, do perímetro da linha 
quebrada МОМ. Mg, inscrita na espiral оба аа 


tendo como condição 


AE 
bimus eomm, 

uA ASE А ЫНЫ; 
que o limite do perímetro da linha quebrada formada, diferenca se 


دو 


n 


Eur qr 30 Fara 
inus Biblioteca Central as 


do comprimento do segmento АВ, embora, no limite, a linha quebrada 
Sfusione'se geometeicamente com o segmento AB”. 


PP: VAVAVAVA 2 


284. O ponto C, divide o segmento АВ = зо meio; o ponto 
C, divide Ó segmento AC, ao meio; o ponto C; divide o segmento 
CIC, ao meio; о ponto С, divido o segmento Сус, ao melo, et 
Determinar a posição limite do ponto Cs quando m ^ei. 

283. O cateto, o, de um (зашо retângulo, divide em ж 
partes iguais e mos segmentos obtidos são construídos retângulos. 
Inscritos (fig. 3). Determinar o limite da área da figura escalonada 
formada, se к-г. 


nes 
286. Achar as constantes à e b da equação: 
S [7 

Explicar o sentido geométrico da igualdade (1). 

ЭЖ. Certo processo químico decorre de tal forma que o aumento 
da quantidade de substância, em cada interval de tempo x, da sacas. 
São Infinita de intervalos (e, (611) 9) G= 0, L 2, 1) © 
Š quantidade disponive de substância, que эе tem no inicio deste 
intervalo e proporcional à grandeza do intervalo, Pressupondo-se 
que no momento inicial de tempo а quantidade de substância era 
iras Qu determinar а quantidade de substância QÙ po intervalo 
de tempo t, se o aumento da quantidade de substância ocorre а cada 
aparte do intervalo de tempo += 4 

Achar Q, = Img". 


s. DIS, 
rra 
сла дее 


roubo 224 442 


asno 


^ ондон. meron А ANAIS 


54. Infinitésimos e infinitos 
dim ato = 


isto delati < e, quando O < |» — al < МӨ, ento, а festo ар) chamas 
p elis Era Da memi fi, ras se 


ande é um número dado, rente de sr, antao, as биек ala) ° Bo) amam 
"o, eta, a danda a) d it 


ETT 
mee co. 

PE 

E 
ato, stage al) * М) Secas emos cu asim iguais 
IM КЕТ 
Puc exemplo, questo => 0 teremos: 

mamas geme uia) 


Sex ENTRE: 
teca Central 


288. Demonstrar que a função, 
ا‎ = 


é infinitamente pequena, quando х эо. Para que valores 
é walas аша: o * 


se e é um número arbitrário? 
Calcular: а) < = 0,1; b) e 0,01; c} e= 0,001 
289. Demonstrar que a função. 
A = 1 xt 
é infinitamente pequena, quando +=» 1. Para que valores de x é 
válida а condição: 
l< 


se є é um número positivo arbitrário? Fazer cálculos numeneos para: 
DEDO; b) e => 0017 c) em 0,01. 
290. Demonstrar que а função, 


fami 


infinitamente grande, quando z->2. Em que entornos de | x — 2148 
verifica-se à desigualdade: 
IAAI x N. 


se N é um número positivo arbitrário? 
Rear зару DN E 00; c) N = 1 o00. 
emita а ordern нсана: à da epa de ama 
чана bp de volume da esferan se serio dor mio de I° 
a Qua ses a ordem iii) qa rabo е o volume а esfera 
audio asia mema daa? o opa y 
BE Que o inculca de sor cla ABO (fig, 9) de raio 
R peto zero. Determinar а ordem infinitesimal em relação 
2 


аа و‎ 


Y 


H 
mos 


ao infinitésimo a: з) da corda AB; b) da flecha do arco CD; da 
área A ABD. 


> 


3 capiruto затворио A андык 


293, Determinar a ordem infinitesimal em relação а z, quando 
220, das fanges: 

a E 9ra- Y; 

d) 1— oos s; 

b Гаж: dtgx—sens 

284. Demonstrar que э comprimento do ao infinittimo da 
cincanfeência de raio constante é equivalente ao comprimento da sua 
corda 14 compreendida. = 

295. Serão equivalentes o segmento infinitésimo e а semicircun. 
decência Тойн та, traçada, neste segmento como no diâmetro? 

Empregando o teorema sobre as relações de duas infinitamente 
pequenas, encontrar: 


296. dim 


298, lim. 


300. Demonstrar que, quando x^, as grandezas Ze [ГЕ — 1 


sio equivalentes entre si. Usando este resultado, demonstrar que, 
Sendo [s] pequeno, hå lugar a igualdade aproximada: 


ES 0 
Empregando а fórmula (0, atar aproximadamente: 
a) VIDE: 9) OF: o) б; y 175 
+ comparar os valores obtidos com os dados de tabela 


301. Demonstrar que, quando x->0, verificam-se as igualdades 
aproximadas seguintes, com precisão de até os termos de ordem s: 


nm 
э YeYimeri (0s 
e) (1+ s =1 + w£ (я é número natural); 
d) ig (+ =Ma, 
onde M = е = 0.43429 
Partindo destas fórmulas, calcular aproximadamente: 
n: Элу} 3 der 9 ЇЗ; 9 юг б) 0936 Mg 
Comparar os valores obtidos com os fornecidos nas tabelas- 


loteca Central 
d ЕА 
302. Demonstrar que, quando x + co, a função racional inteira 
Pla) ay? арі. а, (ap H 0) 
é wma grandeza infinita, equivalente ao termo superior ag. 


308. Seja x - «o. Tendo x como grandeza infinita de 1º, ordem, 
determinar а ordem de crescimento das funções 


Етті 
Мет: añ 


$5. Continuidade das funções 
17, Definição de continuidade, А tenção fla) é conta, quando x= E tou -n0 
ponto E e aa fondo € determi ro panto É. to & exit ni Teto 
DS dicle o keste tmn ia f): 3 ena rike iaat ko val da hen Fenn 
Zito e 
md =0. o 


Sopena» que 


РЯ 
nde ML 0, podemos escrever a condição (1) а seguinte toma: 
EA = уела + 40 fü O, a 


isto é, a unção fs) € contas no ponto E, quando. e semente quando, пече ponto: 
ТЫ scena nino da argento, Corresponde em Incremento itam 


Se longo € continua em q 
seg, E, ento, Ча d cousa scie compo 
‘exemple Y, Demonstrar que a Fart, 
< satis para qualquer valor do argument х. 
Sedução. Temes: 
ПЕГЕ ЕЕ 


p 


tão, para iique valor de, teremos; 


Portanto, a бацао wes # é conta para — ш < z 1+ m. 
eum de desnuda d ação Uma fio ДА d emma no 

e o foa ap pocta) doce a Rao ca no iex ee ca 

Se no pct t dar a condo de contado eme e 
Tum 2. А anão ДЫ) = (4 0,6 6 doom, quado # = L 


Esta função ndo està definida no ponia f Le qualquer que meja o número /() 
sebo, ano completada (o no er conca, ando a = T 


тою 


Se para a função fla) existien lito нды: 
dm Hm JO + N 


esiste assqa Ди, Лу f + 9 ме do pao cao tão, 
sento, fe LE ão чө ir nt 


fea 0 mf. 
ento, s, nominis ponto de descontinuidade sico 
Pare qué a onto ДЫ sj continua no ponto л, € necemro e suficiente, que 
лы = fis 9 of O 
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€ 


ME qu cit о оре quoto 


кеде 3. A função fi) = 


дна лав 


me 
ANITA Tet Em 
Tra nn pat 


do n i P pones s para ve има, pelo meom un dor ir ens 
Ie 

кшн 5. А fona y cos É (i. 10,4 mo ponto z — O tem wma desconto 
тагм. de 2. espécie. já que мо estem os dois mios te: 


эу. Propiedades da fono contis. An analizar as funes para determinar 
seed etit do Фм ou то, Coe se considerat os fles oremus 

WR eene dot drum aime Tia de anos tina am um campo 

do de да тт qe uma өрде onda sorum campo determinado 
cem es баны col qu tabe ve al do woe am ma 
Cao que não andes о deco 

E) US о ото ооп me cicero (a, estado o conjunto de eme va 
юеш мире no aaro A; y e x fido qi é catina po ito 
Vi et tração compa eir tamtn. € cutus ao teva (a N 

AA eia) ont n iplo fa ote 13 uut propriedades: 
o cpa Cr to il 

a tae sm te, es valoros máximo + minimo; 

ЛД RE do valoon cris ste ca dados, isto & e ДЫ — A 
eJ) d pes < peh d W D, eman qaiquer que seje o imera C. comprene 
arse cto plo nos om alo de 2 i € ү < битне e C. 

“E pari of Л) = 0: ° io 

m 
dem o intervalo (a. B), pel menos, ama ай real 
304, Demonstrar que a função y = 2? é contínua para qualquer 


valor do argumento y. 
305. Demonstrar que a função racional inteira, 


Ра) = аә + apt + ta 
é contínua para qualquer valor de x 


а chtmrutôr. mereke А ares 


306, Demonstrar que а função racional fracionária 
RU) = Mte 
[CET ata 
d continua para todos os valores de x, com exceção dos que anar 
307°. Demonstrar que a função y = VZ é continua, quando #2 0. 
308. Demonstrar que se a função (s) é continua e não € nega. 
tiva no intervalo (a, Bj, então, a função, 


Fi) T. 

tamém, £ continua neste intervalo, 

309": Demonstrar que a função = cos z é continua para qualquer 
valor de x A Д uu 

310. Fara que valores de z serão continuas as funções: 

a) tg z e b) ctg a? 

311%, Demonstrar que a fonglo y 
gráfico desta função 

312. Demonstrar que a grandeza absoluta de uma função continua 
¢, também, uma função continua. 

313, Uma função É dada pelas fórmulas 


x! é continua. Construir o 


А quads 
Como deve-se escolher o valor da função А = Л), para que a função 
dii) completada desta forma seja continua, quando x = 2? Con 
truir o gráfico da função y = Л). 

314. Ó segundo membro da Igualdade, 


A= i 
carece de sentido, quando x = 0. Como escolher о valor de Д0), 


a que a função /(2) seja contínua, quando a = 0: 
PSU ação 10 өй 2 


do 
carece de sentido, quando z = 2. Ë possivel escolher um valor de 
2), tal que a função completada seja contia. quando a = 27 
Deo alo eade 
ЛӨ) de forma que J(2) seja continua, quando x 0, se? 
Sg 


di {h é múmero natura) 


TERENA кз Cent 


9 fis) = F + 9 — ml 


a 0) 


9 fo) = "semi; 

0 a) = seg x. 

Verificar se as funções seguintes são contínuas: 
317. Же 318. у= ES 


3m у=. 
am yaf cuando x<3, LM i 
Jed quando y >3, Construir o gráfico desta função 


331. Demonstrar que a função de Dirichlet y(x), igual a zero, 
quse racional e gu 1 quando z é fica é dim” 

ma para cada valor de x. Verificar se as seguintes fonções são 
continuas e construir o gráfico das mesmas: 


322. y =lim (e20). 


rem 
333. y = lim (z arctg ял). 
зи. а) 


задо spas € лай pelas aus? 

+L se z>0, 

wm o, se «=o, 
-kerzo 

Бө). 9) y = EUa), onde Б) é а parte inteira 


чеп a), onde a 


335. a) 
do número” s. 


336. Dar um exemplo, o qual demonstre, que à soma de duas 
funções descontinuas pode ser uma função contida 


a carmano.nemsoneção A ater 

397. Seja a uma fração própria positiva que tende a zero 
o Rr Podane cocer ma igualdade т 

Ба + e) = El — a) + 1, 

que se verifica para todos os valores de a, o limite do valor a? 

338. Demonstrar que а equação 

PH 1=0 

tem uma raiz real no intervalo (1,2). Calcular, aproximadamente, 

333952 Demonstrar que qualquer polinômio P(s) de grau impar 
tem pelo menos uma raiz real. 

30. Demonstrar que a equação 

gama 

tem uma infinidade de raizes reais. 


Capítulo H 
DIFERENCIAÇÃO DAS FUNCOES 


$ 1. Cálculo direto das derivadas 


1P. demais do эрите 
ЕЕ 


+ weriwimo da unção. Se x е s, co valoren do 
TRE aa нтр da tenção y = n). 
ara 
é denominado de aere 4 erguendo + то segmento [z s) e 
ayy 
Ay afe) = fü = fer M 10 o 


«denominado de acréscimo da fino sete mesmo segmento PT 
BETA e ay = AM A ido 


om, ainda, 


o cocite angular da secante MN do grito da tução y = fe (tg. 11) 
TER o coa Шы fusco y no segmento E, = + Au 


Болар 1. Calcule Ar e Ay gar a função 
rato, 


а ‹липло п. DIFERENCIAS pas runções 


БЕШИНЕН 
Sota. Temos: 

S Aro LIC тоа 
— 
ГУРТИ 
ay SF $3480 


Esempio 2 Achar para a pcia ym -È a coin арым da secante 
que passa por pontos, coa abc são x = 3, 
Solução. тез» Arc 10-37; у= 


+0- 0-510 


= um: 


2º, Derivada. Chamas derivada у = ® da ação у = 1) mo ponto җә 


"nie da rato ÊZ, quando Au tendo à ero, ito é, 
ar 
p 


“e valor da derivada fornec o fion angular da tangente MT, até o gráfico 
da fiio =Й no ponto 2 it TÍ) 
у-ще 
& operação para atar a derivada y denomine dotação da fumo. A derivada 
VET representa a enteted de Yanan da Jão no Pena X, 
Emap 3. ar a derivada de função 
m" 
Seção. Aplicando а fórmula (0, teremos: 
m 


Moyan 
E 


Las عد‎ f 
Muri T 


chamar-se, respectivamente, lida: da ura o da dira da tenção fls) no 
ponto 2 Pars que erii o). é neca Š sañwa, que 


gun = rus. 


TAS: 
a Centrat 
OS e 
mace € Ads 7-0) «ГУ aa o: 
fum 
fono ти tão ses 


disse que junção contia sts) ten derivada infinita no pont s. ене cao, а аа. 
e so со Sa Mação» fs srt prendio а OX. 


3L Achar o acréscimo da função у = 2º, correspondente à 

transposição do argumento 

des! ami 

Ы ёе anch 

Әйелі ans lk 

342. Achar Ay para a função y = fs, se: 
A omi; 


343, Por que, para a função y = 2x + 3 podese determinar o 

acréscimo Ay, sabendo-se, apenas, que o acréscimo correspondente é 

dz = 3, enquanto que para à função у + no se pode ано? 
344, Achar o acréscimo Ay e a razão 22 para as funções: 

° Amos; 


345, Achar Ay е Ê correspondentes à variação do argumento 
de x lé + e pará as fações: 

a) و‎ = e b 

ds 

3» 


* саити и. DIFERENCIA pas rusções 


346. Achar o coeficiente angular da secante à parábola 
s=, 
se as abscissas dos pontos de interseção são iguais a: 

Such n=2 

bu-h n=09 

9а +h 

A que limite tende o coeficiente angular da secante no último caso, 
sebo? 

347. Qual é a velocidade média de variação da função 
no segmento 14 4? 

348, À lei de movimento do ponto é s = 28 + 3 + 5, onde a 
distância s é dada em centímetros e о tempo f, em segundos. Qual 
será a velocidade média do ponto durante o intervalo de tempo de 
en 

AS, Akar а pendente média da curva 
E 

350, Achar a pendente média da curva 
[x z+ As). 

351. Que se entende por pendente da curva y. 


2% no segmento 1< 


is) то segmento 


ж dado? E 

US Deli: a) velocidade média de rotação 1) velocidade 
тийише de rogi 

SE Um Corpa Said азе quando colocado num meo. 
cuj peel aid mam D фас s ene pr vs 
SU rem ab М эдос: de camelis nun memo 
p 

Sa, O que se entende por velocidade de ação de uma tica 
Eno q 

ME Gia Да) made uma Darra heterogtnea до segmen- 
vo nl ie col рита) depa var midi d тата т 
zd т РЕ Tela Шен <a tama wo pon X 

3e. Achar a rad É para a foo y — mo ponto 2= 2, 


se: а) Ar = 1; b) Ax=0,1; c) Ax = 001. Qual será a derivada 
Y. quando x — 22: 

IET Achar a derivada da fondo y — рл. 

358. Achar у = im Š” para as funções: 


aso 
qx 


359%, Calcular 78) se a) = ў 
36. Адаг PON POSTE e Jed = nte — e — 2 


эй. Em que pontos a derivada da função Да) = эй coincide 
numericamente, com o valor da própria função, isto é. f(x) 

362, À lei de movimento do ponto és = 5º, onde a distância 
5 é das em metros ° о tempo em segundos, Абага velocidade 
de movimento no instante 

BS Rebar cociente angular da tangente em relação à curva 
3 —,0, s, traçada no ponto com abscissa z — 2. 

364. Achar o coeficiente angular da tangente à curva у = sen x 
no ponto (x; 0). 

365, Achar o valor da derivada da funçao Дх) = 1 no ponto 


ano). 
3662. À que são iguais os coeficientes angulares des tangentes 
às curvas у = Le y= x! no ponto de sua interseção? Achar o 
ângulo entre estas tangentes 
"367. Demonstrar que as funções seguintes não têm derivadas 
finitas nos pontos indicados: 


a) у= no ponto 
e) p= eos x| nos pontos «Ж! n (km0, а, 42,0) 


yc PET mo ponto z= 1; 


$ 2. Derivação por tabelas 


de Megas азораи para alar a derivada, So una constante e 
io) si irs que poser derivadas ento 


e. 


vers ner 
PA aere 
НРМ 
ое ena 
(= eua 


>, Tabela das derivadas das Ganges principais: 
L pay e, 


т. pio ay = con 


vay 


Уп. өлө sy = [D 


E CAPITULO п. DERRENCIAO pas икона 


эш. fre a — den 


rr 
Ta FE! 
XI ey matina 20. Xr ey c 


мио оза 


1X. arg ay = 


rr 
Ng icc XE esa was 
vit вз =. 


хуш. ee 


ipo MU (nha = 


XX a maio ep M. 
xxt мв E (el < 
XXU, Aaa П> 


ERI 
Y. Mega de dera de uma feno composta. Se y= flu) e w mpl, 
жеб y EG, onde funções u poten dedos, enda 


o 


Ja ea pode ser dead à cadela de quique eso ld fonges ue por 
ШН, Achar a derivada da fanis 
ج 2 س م‎ 
NL 


— a rola 


ЕЕЕ ЕЕЕ 
варо 2, Acar a derivada da unção 
Sotção. Supondo que 
РЕИС ا‎ cos r, 


Achar as derivadas das seguintes funções (nos nºs. 368 — 408 
não se aplica a regra de derivação de funções compostas): 
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үк Dexavação ror rametas o 


A. Funções algébricas 
39 уса IL MA у= 


37. y= ax + br + e. 
IN. y= a + 
34 y= E +в» 


B. Funções trigonométricas e circulares inversas 
эю. ym Sens + Bex. S83. y= tgz dpe 
зм. y EEE. 385, y = 2 sen (E — 2) cost 
386. y arctga мох 387, y= x ctg x 


388. у= rain x. rd 


C. Funções exponenciais e logaritmieas 


y 
392. у= =. 
394. f(x) E 
206 y асна 
Myra. 
400. уе Моря 

D. Funções Крейн 


ен 


401. y = x senh z. 
403. y = tgh x x 


405. y — arctg z — Artgh x. 
pu 


5 ID 


E 


небез compostas 


Achar as derivadas das seguintes funções (nos nºs, 409 — 466 é 
necessário aplicar a regra de derivação de funções compostas com 
um argumento intermédio) 


409, у= (1 + 38 — Sup 
goto. Deinen 1434 — S= w: então, y cam 


Xo sem aj o 3 ri 


sim эзме 10) = jo + эк — эйт 109), 


ап. Ду) = Qe + эур. 
412. у = (3 +20) 


"m 
Salgo. y 50 Den di D Penal 
"D 


am y 
421°, x = costs 


eig x Рава 


p 


TEES — (arcsen sP. 
49. y FFF. 


430. у= PF FFT am x 
4. y= sen 3x + eos + tg VE 


АСЕ 


=+ 


va emivação pos тамле 


аз. yc кт! e + (+ ا‎ 
494. fi) — sen tom (E+ o). 


440. Да) = arccos ЁЗ. 


446. Д) = teen, 
447. y — arccos е. 448. y — n (2x + 7) 
449. y — lg sen x. 450. y= 1n (1 — a 


451. y = Iy — In (n a) 

In (+ Sen — 4 arcsen s) 
arctg (la x) + In (arcta x) 
456 y- Jinx FT + la (fo 1) 


Р. Funções diversas 


45599. y — sent Sx cost 456. y 


465, y — ita — 28, 


а бунед п. piremcuctação pas rusções 


n * 


0 У iix n 


47. y= n (TF F- 1) — In (iE F+ 1. 
ау Leo ct) 


476. y tg 3e. am. у— ао 
sena (б). 479. y = 3 sen x cost x + sen? z. 


iw any Pies 


48. 
482. y = VESTES 483, y = arcen x" + arecos a8, 
эн. y= ja on 
486, 
E 


sue] 


490. y = xT patarese 


eno (i-i 
4. y = n (aresen Sa}. Ok y = aresen (ln a) 
mir 


rum 


= hen fi m 


e 
502. Р) = е cos fé 
“(Û sen 3x — cos 33). 


iL. 


INS ovt i 


ca Central 
ел, 


э. у= gcn 506. у= ess aT 


50, ys =n кы +. 
р (x + Ра). _ 
Кечир 


510. у 


эп, yin + ++ йк T e) 
512. y 


51. у 


515. y 


э. y = mas (ü — 


sm у= = 


эз. y arets 
590. y = mamana + Liz parse a 


si yo aegre nine 


HEEE 4 zarete fis. 
infit bail. i arctg x 


CAPITULO и. Disemencição pas runcors 


m— 
$6 mier 1) Artgh e ds 


548. Achar y, зе: 
a) y= |l; 

t) y= хх} 

Construir os gráficos das funções y e y”. 
549. Achar y, se 


о y xl (9. 
deem و ا‎ A 


s51, Calcular /'(0) se 


seio. f) a 
f 


552. fla) 1 + a) + arcsen Z. Achar / (0) 
socie Asa |] , 


554. Achar f1(0) e 70) para as funções: 
a) fia) = ка GA; 


ЫЛ = аса. 


EE 

o fa) = Êy, rho NO) = 0; 
+ 

ауд) = seni, 140; Д) =0: 


Хат, xo: /® 


sa DERIVA ror тавала E 


585. Achar ДО) + 2/(0) para a função Да) = e”. 
Achar ЛЗ) + (z — З/ 0) pera a função (a) zo 
357. Dadas as funções Да) tg ze а) = In (1 — a), achar FiA- 


funções fla) 


z e 60=1- 


559, Denondirar que a derivada de uma fundo par é uma fno 
Mmi کو ا‎ lao Ta d pr 
gg e de ا‎ fuge paa 
é tin, una funga? perióda. а 
б ришта que a до y ou ae” satisfaz а equação 
xy =(1— 3)». Ё 


«73 atas а equação 


та, Demos que foto y 
0-5)» 
sa. ementas que а tão y 
ау e 
€— 
cs ra o deteção ла каа 
o 
„рее dação a ds id ш ш 
"Exemplo. Achar a derivada da função exponencial composta 
E ED 
SE cn i rn 
pdoe 


satisfaz а equa- 


Tras 


[ 


vermes 


E CAPITULO п. IFRRRSELAGAO vas spare 


564. Achar y, se 


у= Ya 


365. Achar 3, se y == (sen 1)". 
Salo. а у ln asa а: Ly loo + хо а; 
y = ben aP (амал + тера) 
Achar y', tomando, previamente, logaritmos para a função 
E 
566. y = (z + 1) (2x + ac) 


М 
б У r lr 


569, у 


sm. y 


SS 
574. у=ўх. 

576, у= +”. 

578. y = (сов). 

580. y = (aretg a) 


$3. Derivadas de funções que não são dadas explicitamente 


1" Derivada de Cengin inversa. So э денты da função у= 63470, 
então did da ao iren УА. 


* 


[o 


за DERIVADAS pe Funções E) 


remp 1. Achar а derivada к se 
Усна 


Б sim 1+ 1 Ê portanto, 


25 Derivadas de (езй dades em forma puruna 
a tação y ° a Regente y ta шама do aaa 


12 


з sea dependia sure. 


(eum 


Hl implicita. Se бараад entro # ¢ a fero адата 
ЕА 


таята w 
Es gs do = X. 32 222 сай pos. é eco) a 
Eiusmo e mns rd fe q 
PEITO epi crei 
Ln а 
pete a ملو‎ oo e io y. 
—— a 
non a 
ão co tia ie aaa awal 


e DEM 


x» 


E CAPITULO u. iremseção pas rosções 


81. Achar a derivada aj se 
Dr 
уух Lena; 
9 s= 01 x +e. 
Calcular a derivada у' = 2 para as funções y, dadas em forma. 
ратата. ^" 


у= 
аво t+ sem, 


(sen £ — £ cos) 


588. 


| 

l 
а 

{ 


Тр cos, 
РЕТ 


m [== 
|р 


su | 
, 


595. Calcular #7, quando {= 3, se 


emo 


(sen é + cos 


È, quando £ 
uT y= é sent. 


598. Demonstrar que a função y, dada pelas equações paramé- 
tricas. 


= Pn +a, 


Ji) 
599. Quando + = 2, é justa a igualdade 
“= > 
Pode-se deduzir, portanto, que 
Y = (20), 


(ie 
» 


satisfaz а equação: 


quando x = 2? 
600. Seja y = JTF, Pode-se derivar termo a termo a igual. 
iade 
yet 


Achar а derivada y = É das seguintes funções implicitas у: 


amoo. ая 


[E вм. ә + ту + у* 
605. x +y =a. 606, FF + {у — t. 
SO у= 127. 608. y — 0,3 sen y = x. š 


610. tay = зу. 
612. arclgs +3) = x. 


609. a cos (x +) 
61. ay = arctg £ 
13 e = x+y SM mx +e e. 


EI truco i DIPERENCIASAO pas seções 
615. ny + E = e 616. arctg Z m Lin (at + у. 


617. FFF = caretg 2. emot gP 
619. Achar y no ponto M (1; 1), se 
2y = +». 

Sello. Devant tenen 27 = 2 + йу. барада sm 1e y = 1 te 
Аси + m 

620, Achar as derivadas у das funções y nos pontos dados 

a) {+ Уй = 27(к— у), quando х=? e y= l; 

B) ye = e, quando x— 0 e y= 1; 

©) = Ih quando x= L e y= 1. 


$4. Aplicações geométricas e mecânicas da derivada 


rod co S aa De pão pa e 
IE ltr enim s 
e KAD 

وو 
کر AI‏ چ ی 
A‏ 


= لیو = واو وھ س 


2. Angulo еше curvas. Por Anglo, formado etc as curvas 
yena 
Min 


TUNE Mi 20,96 D. rendem pino = que eman cm 
Sad gene My MU Vas cu mo pon Ma 


Кыял Ce 


ec SD, 
RETO 


IFO: a хм nC GG 


Sam lil 


Sega кїмїш com a tangente e a normal no case de um ta de 
conde pla Bear d dide s peca pela DIEN dm 
Toi, ue dedo pas do AE o ra Paar 7 = OM Tg 14. € 


was 


A tangente MT e a normal MN no ponto М, janto ao raio patar do ponto de con 
é à Pepa alat deste raia, Vaaa pelo ul 0. res os Quico segmentos 
puros 


ts egos to exp es at 
mar = E IRF тот 


am VAF: Som rl, 


a cavtruno u. DITERENCIAGAO pas токова 


621. Que ângulos p formam com o eixo OX as tangentes à curva 
y = z — 2 nos pontos com abscissas: a) z — 0; b) = 150) 21? 


Sabio, Toma yu 120 Donde: a) Spic oA: HY tgp =0, 
СТЕУ 


622. Sob que angulos, as sipusóldes y = sen x е y = sen 2e cor 
tam o eixo das abeciscas na origem das coordenadas? 

625. Sob que Angulo, a tangentóide у = tg s corta o eixo das 
abecissas ma origem das coordenadas? 

624. Sob que ângulo, a curva y — 5 corta a reta x = 2? 

625. Achar os pontos, em que as tangentes à Curva y = 3x4 + 
+ 4225 125% + 20 sio paralelas ao eixo das abscissas 

626. Em que ponto, a tangente à parábola 

ан 

é paralela à reta 5x + y — 3 = 0? 

627, Achar a equação da parábola y= x° + by + c, que é tan- 
gente à reta x = y no ponto (1; 1) 

628, Determinar o coeficiente angular da tangente à curva: 
+ yû xy — 7 = 0 no ponto (1; 2). 

629, Em que ponto da curva y? — 2 я а tangente é perpendicular 
à reta 4x dy 2=02 

630. Escrever а equação da tangente e da normal à parábola 


j= 
no ponto com abscissa z= 4 


Seção. Temos у =i amim, o сарана anglar da tangente seri 


A=tri =1. Como o ponto de contacto tem comenta 1 = 4 0 7 = 2 à 
cação da шнш 4 y= 2 Û (= 4, e set 


cede a cação da nem cem 
n 
631. Escrever a equação da tangente e da normal à curva: 
= # +2⁄4— 45-3 no ponto (-2; 9) 
632. Achar а equação da tangente e da normal à curva 
х-л 
no ponto (13) 


ji APLICAÇÕES GROMÉTRICAS E MECANICAS DA DERIVADA s 


33. Compor as equações da tangente e da normal às curvas тоз 
pontos dador 
tg та rium dis coordenados 

fino pio де det eom o eixo OXG 
ars 3 Ya posto de intro com o eto O; 
in z no ponte de intenção com 9 зо OX; 

Tra ponton de interacio com a га у= 
GM Encrever £ "equação da tangente e da nem ge ponto 
(2:2) à curva. prd ды P" 


635. Escrever a equação da tangente à curva: 
toost, у леті 


за origem das coordenadas e no ponto £ 

636, Escrever a equação da tangente e da normal à curva: ә + 
+ 428 6—0 ho ponto com ordenada у 

637. Escrever а equação da tangente à curva 2º + y — 29 = 0, 
no ponto (17 1) 

638, Escrever а equação das tangentes e das normais à curva: 

E US — 2) (x — 3) nos pontos de sua interseção com o cleo 
[per 
639, Escrever a equação da tangente e da normal à curva: 
atm Axt + 6xy no ponto (1: 2) 

640º, Demonstrar que o segmento da tangente à hipérbole xy 

é, com tre os eixos das coordenadas, está dividido 
o ино palo ponto de contacto. 

641. Demonstrar que na astróide #* + уйа = at! o segmento da 
tangente, compreendido entre os cixos das coordenadas, tem gran- 
dera constante igual а a. 

642. Demonstrar que as normais à envolve 

afost + teen, 
são tangentes à circunferência 4 + 3º = at 

643. Achar o Angulo de interseção das paribolas y = (x — 2) 
PEL 

644. Que Angulo formam entre si as parábolas y = a? 0 y = 0 
зо cortarêmse? 


ferència 


a cama w. DIFERENCIAS pas sortes 


645. Demonstrar que as curvas y= 4h + 2x 8 е y= a — 
= S ão tangentes nine si o pnto (4:30. Ocorrendo mesmo 
no ponto (22; 9? 

dig: Dont que аз правае 

у= езум 

interceptam-se, formando um ângulo reto 

“647, É dada a parábola j* — 4x. Calcular no ponto (1; 2) o com- 
primento dossegmentos da tangente, normal, ubtangente e subnormal 

648, Achar a sublangente da curva у = 2° em qualquer de seus 


tos 
648, Demonstrar que na hipérbole equitem à— y3 = a o 
comprimento do segmento da normal, em qualquer ponto, é igual 
do raio polar deste ponto 
850. Demonstrar que а subnormal da hipérbole º — y* = as, 
em qualquer ponto, é gua à aboeissa deste ponto. 
651. Demonstrar que a subtangente da elipse # + 2 1 e da 
I эл Җи 0 pot pontos com si idênticas, 
ais entre si, Que procedimento para a construção da tangente 
cie depreendese daqui? — U Ó 3 
682, Achar o comprimento dos segmentos da tangente, normal, 
subtangente c subnormal da cielóides 
[irt 
уай — cosh) 


е 
eg — 
rg ip te + ra 
Меп [c co mo кш в 
ME pp SE a 
г Исаии 
normal, Subtangente e subnormal, bom tomo, о Ângulo formado peii 
си Eae DIE 

gs 

as do йы pi 
ua M 
A e 


polar à espiral hiperbólica r 5. mum ponto arbitrário 9-4 


“68%. A lá de movimento do ponto no eixo OX é 
ve. 
Achar a velocidade de movimento deste ponto nos instantes: 
4 0,4 1 е d, =2 (x é dado em centimetros e £, em segundos. 


AOS P s EU Ш 


m— ОВЕ CER o 


658. Pelo eixo OX movem-se dois pontos, cujas kis de movimento 


onde £20. Com que velocidade estes pontos afasta-se um do outro 
no memento do encontro L, еш, сий». 1, em segundos)? 
689, Os extremos do segmento AB = 3 m deslizam por rto per 
каше ce OX EDP qie, 10) ado de decanto 
do extremo À é iguala 2 mys. Qual será a veloce de delcamento 
do extremo В. no momento era ue o extremo A encontra-se à datin ein 
Am di cri das шш! 
age АЧЫ de movimento do poato material, bogado ne plano 
vertical XOY (бе. 17, formando um Angulo a sta relação 4 шиша, 
com uma velocidade ici € dade pelas formis (não ae const 
dendo a resistência do ar) 
ema yoga — © 
onde £ é a tempo; £, a aclaro da força de gravidade. Achar а 
traje riz do movimento € sru alcance, Detemias, qarim grandeza 
da elocidade do movimento é ша direção 


n 
2 Y 
ү P 
Y 
4-174. a E 


Lm mon 


T 


бы Um ponta movinenta-se sols а hipérbole y de ш 


modo, que sua abscissa x aumenta, uniformemente, com à velocidade 
de uma unidade por segundo. Com que velocidade variará sua orde 
mada, quando o ponta passar pela posição (3:37 


9 


Й ———— 


662. Em que ponto da parábola >: = 18x a ordenada cresce duas 
vezes mais rapidamente, que a abscisa? 

663, Um dos lados do retângulo tem uma grandeza constante 
а == 10 em, о outro lado b varia, aumentando com velocidade constante 
4 сш. A que velocidade crescerá a diagonal do retângulo e sua área 
no momento em que b — 30 cm? 

664. O raio de uma esfera cresce, uniformemente, com uma velo- 
cidade de 5 cm/s. Com que velocidade crescerão а área da superficie 
desta esfera e o volume da mesma, no momento em que seu raio 
toma-se igual a 50 cm? 

665, Um ponto move-se sobre a espiral de Arquimedes: 


ap 


(a = 10 cm), de tal forma, que a velocidade angular de rotação de 
эси raio polar constante e igual a 6º por segundo, Determinar а velo- 
Cidade com que se alonga o raio polar, no memento em que 7 = 25cm. 

'666. Uma barra heterogénea AB tem 12 cm de comprimento. A 
massa de sua parte AM cresce proporcionalmente ao quadrado da 
distância do ponto móvel M, em relação ao extremo A c € igual à 
10 g, sendo AM == 2 cm. Achar a massa de toda a barra AB © a 
densidade linear em qualquer ponto M da mesma. A que é igual à 
densidade linear da barra nos pontos А e В? 


85. Derivadas de ordens superiores 


Y Dogo de derivadas de ота periret, Derivado de segunda ardem, 
om segunda dran аз өй yc fr Chame a derivada e suo derivada, Bio E 


fra 


— 
nm 
—————— E û ado 
woo ——— 
a e ic md ا‎ 
= = EE, o po 
Ep Ade кын рий нев df 
pira 


E 


кыш. 


m———-—— СА 


>, mol de Leib. Se as fogões w = өй) e ¢ — di) tim derivadas de 
at cima ordem Ge para шы а dia endis qo гойо sis 
ações, pode o empregar, ый. à Jule de Lion 


e = mim uy + Aw s ten. 


12 
Y Desrads de ordens superiores de Suns dadas om forma рызай, Se 


ento, suss derivadas ур 


mente, polat бепе: 


[rer T Ta 


4a 


ak- 


A. Derivadas de ordens superiores de funções explicas 
Achar as derivadas de segunda ordem das seguintes funções: 
O. у= Ho Se F4. 668 y= e. 

O. y = sen x, вл. y — In ES. 

671. ln (e + FFF. 672. fm) 
pp mtd 


75. Demonstrar que a função у 
ção diferencial 1 + у® = 2 yy". 


а cartu н. мисл pas unos 


606. Demonstrar que а função у = Lat saias а equação 
жы Fe ài 
valor das constantes C ç бу atlas a equ cn 

Ls +2y=0. 
PIED рыны RS 
VUES 

680. Achar f se pe ох — 

681. Achar у/ da [orem 

Ee a sea 
айасасы: уй + y = 0. Ў сы 

вм. гә y ft). Р) ef"). se 

Да) = за x. 
HO RE 
ЕРНИН 
da à ed ا‎ min 
686. Bla circunferência за + y? = a movimenta-se um ponto M 

MOT adro EET sd 
EON E S AEN. 
Ern Res io mas sm 
Б 


Ba 


m—X ө 


687. Achar a derivada de enésima ordem da função y = (ax + 
+ D* (n é o número natural) 
688. Achar as derivadas de enésima ordem das funções: 


=a 


689. Achar a derivada de enésima ordem das funções: 
a) y m sen x; dac 


Tes 


B. Derivadas de ordens superiores de funções, dadas em forma 
paramétrica, € de funções implicitas 


2% das seguintes funções: 


м2 

DE 

EN (horn: S|; Ea 
all cosa; 


aient — teost), 
apost + 1sen 8, 


» € 


sendo t = 0 ION AA 
GA 
698, Demonstrar que y, determinada como função de z pelas 
equações z — sen 4 e y сай + Бе, quaisquer que sejam as 
constantes a e b, satisaz a equação diferencial 


703. Conhecendo а fungão y = fl), achar as derivadas ^ e 
эй. Achas уз E 
Sola. Aplicando а regra de derivação de fade composas, temos 24 + 
нн 
» 


par 


pot zeu vador, treman: 


Determinar as derivadas y" das seguintes funções y= 
dadas de Torma implicit 


T05. уе дрк Wlan 

707. y= x + arctg y. a 

708. Tendo-e a equação y = x + lay, achar Si e Le 

709. Achar y” no ponto (1; 1), se 
ssa Ey 6 

TIO. Achar y” no ponto (0; 1), se 

n 

эп, a) A função y é dada implicitamente pela equação: 
س 2 س ر2 ج ب س اروج رم2 چ ع‎ 

Achar 2% no ponto (1; 1) 


y Achar SZ, se tem at 


$6. Diferenciais de primeira ordem e de ordens superiores 


r de cave шеме 
are yas 


rm 
A био que tem diferencial denomina fena dica, 
Кеш i ato oe po 


Tod, 
ri 
7 
ML 
MH j 
IBN 
7] 


везти 


Arm es AP (ee Mh 


Ay б — за + эл. 


PE 


€ 


y-6- u у=уб= Gr ha. 
Expo 2 Calcular Ay e dy da função y 329 mpera s= le Are OOL 
um ndo E a 


Ay — 1- Ar + алй - 3-001 + 2.0017 = 00903 
dy (en - аз = 5001 = 00500. 


ЕТЕТ 


finc MÀ ада + ак v 
Eco 3 En quanto senecta, ароматите o ao do quadrado, te 
“dução: Se € a dee de quando e y. se lado enl 

»-Y 
Таза endis dadas: + = 9; An — 0. 
онаа лы o ció Ay do lado do quadrado: 


apa dy = yar СРО 


A, Dleencile de ordene параноя, Chama-se doni de senda ordem 
E ат, 
div = dip 


De бега análoga determinan as rencias de tore e orde mcr 
ИТ НО ыраа. та: 


gru. 
koaia Sa 
— 
و‎ min MP 
ee x at ic ção saris à ra d 
та. Achar особито Ay = diferencial dy da fondo 
5-524 ©, par x= e Ac д. 
лз. Sen callar а derivada, achar: 
d 


susp. 


para rm de dr 


Big Federal do Farg 


se miremencins pe темана ЗКО КОСА Central os 

714. À área do quadrado S, com lado igual a x, é dada pela 
fórmula 5 = 48. Achar о acréscimo € à diferencial desta função e 
determinar o valor geométrico desta Úlima. 

715. Dar à interpretação geométrica do acréscimo e da diferencial 
das seguintes funções: 

a) área do cuo S — mat; 

b) volume do cubo p= x". 
qus iS, Demonstrar que para qualquer que aja x, o acréscimo da 
junção y = 2º, correspondente ao acréscimo de s, em uma grandeza. 
de € equivalente à expressão PAra 2, quando Ax 0 

TIT. Para que valor de x a diferencial da função y — xº não 
equivale ao acréscimo desta função, quando Az + 07 

718. Possue diferencial а função y — | z |, para x = 0? 

719. Empregando a derivada, achar a diferencial da função 
cos x, para а=” 


тем 
720. Achar a diferencial da função 


ri 
quando x=9 е Az = — 0,01 
721. Calcular а diferencial da função 
=e» 


im 
Achar as diferenciais das seguintes fanções para quaisquer valores 
do argumento c de seu acréscimo: 


medo myu 


quando am E e as 


TA. y 
7%. y 
1728. y 


т5 y = arctg 2+ 
T. y= sha a 


729. r — ctg q + сюесе. 


730. s = arcetg 
731, Achar dy, se x1 day yê = at 


Seção. Considerado a invariabilidade da foma da direcial teremos 
PERETTI 


E сант п. mremanciação DAS rações. 
“Achar as diferenciais das seguintes funções, dadas de forma implicita: 


тз y= e” 


2. (e sees 
DOLLAR 


735. Achar dy no ponto (1; 2), se у} — 
736. Achar o valor aproximado de sen 31 °. 


бездә. Tomando x = are 30º 


X 


737. Substituindo o acréscimo da função pela diferencial, calcular, 
aproximadamente: 

э) 00861: b) tg 44°; e) * ; û) In0.9; d) акса 1,05 

738. Em quanto aumenta, aproximadamente, o volume de uma 
estera, sendo que seu alo, Ё те 13 cm, aumenta em 2 mm? 

39, Deduar a fórmula aproximada (para valores de[Ax] peque- 
ж» em comparação com sj 

VEF Na + д 

e com ela achar os valores aproximados para ҮЗ; VIT; V70 e V3. 

740. Deducir à fórmula aproximada: 


Tera e 


E 


é achar os valores aproximados para 970, 1/70, $200. 
"Ml. Achar os valores aproximados das funções: 


quando x = 105; 
quando х = 02; 

= quando += 0,1; 
Dmae, quando х = 105 


PE Tehat 9 valor aproximado de tg 45 y 29 

743. Achar o valer aproximado de cen 0.54. 

744. Achar aproximadamente f 

745. Demonstrar, baseando-se na fórmula dali de Ohm 1 = £ + 
que uma pequena variação AZ da intensidade da conte 7, devida 
ша peqana variação da resistência. AR da resistência R, pode 
< encon, aproximadamente, ра fórmula 

a= LAR. 


746. Demonstrar que um erro relativo em 1%, cometido ка deter. 

minação do comprimento do raio, dá lugar a um erro relativo de 

cerca de 2%, ao calenlarse а área do circo e a superficie da esfera. 
747. Calcular фу, se y = cos 5% 


Seção, ду = y s) — 23 co Sein 


748. u — VIA, achar ёш. 749. y = arccos x, achar dy 
750. y = sen rln x,achar dîy. 751, z = PL, achar dt, 
752. z= гє”, achar De 15% achar dee 
784. u — 3 cen (2x + 5), achar du, 


738. y = enema sen (x sen a), achar d'y. 


$7. Teoremas do valor médio 
V. Treo de Rolle So uma lucio ЛЫ) 6 contia no segmento a < x < P, 
tm шаа derivada i em cada pod itae деше e. 
DE 
estão, ara su vaio independento x, exit, pelo menos, um valer E, onde a c 
ттш 
fio 
Z. Tere de Lagrange. Se uma unção fla) é continua no segmento a < 1 <€ b 
o it бене. nãos 
IM - fii = 6 - ar 


p 
decus de Casey. Se duas facções (8 e Ft) 
ami Ebo Барынша = w = Милош queno ela Ва тн 


dedo RM Fa então 
SO =f gri 
Fora rS 
756. Demonstrar que a função (fx) = x — л satisfaz as condições 


do teorema de Rolle nos segmentos — 1< 140, е O< x< 1. En 
contrar os valores correspondentes de £ 


p 


Sogl A unção fi é sonia e derivivl par todos os valores de a; além 
disto, UE D = Л) е = 0, Axim, o torem de Roll pode tr aplicado aor. 
жешл D&O Û + Ç T Para contos o nier. copus ал. 


fuh 


o: ft) = 13200, Donde 
pr 
757. A função fla) = YF — ZF nos extremos do segmento [0, 4] 


toma os valores iguais ДО) — /(Q) ЎА É válido para esta (лд 
E rem de Ran le ta io 


в ‹литло п. IFERONCAGAO pas roxções 


758. Cumprem-se as condições do teorema de Rolle para a função 
fis) = te 
no segmento (0, =]? 


7%. Seja 
fi) zie (e+ 2) + 3) 
Demonstrar que а equação 
fee 
tem três ralzes reais, 
760. A equação 
emt 


tem, evidentemente, uma raiz x == 0. Demonstrar que esta equação 
não pode ter outra rai real AES 
761. Verificar а validade das condições do teorema de Lagrange 


E ue. 
Дк} = х ә 
no segmento [ 2, 1] eachir o valor intermédio correspondente de Ç. 
ta og = = 8 € rr 
Vr rs ida 
Led TE 
Т Verifica x validade аш condições do torem de Lagrange 
e athar o ponto intermédio correspondente Ë para x fungió ЛЕ) = 
[b Yen 
36 e Кеше да parábola y _ 1%, compreendido entre os 
ponto AQ. DC B: atum ponto cla bete a pud 
ГЕЛ 
TU Aplicando o teorema de Lagtang, demonstrar а fórmula 
кулш 
onte 1< < 1 
x validade das condições do teorema de Cauchy 
pala tef t RE PTT E 
S dow para Jl) = sa x КЫ) — cora o segmento fo 


88. Fórmula de Taylor 
Sr ção) men чана derivadas conta nn de gr o = 
id elei na des a fn) нее it € ta э Jal de Taio: 


ли = fe) + t afi + 


Era 


РТТ 


эк тоюн ве tario 

No caso pasar, quando а — O teremos (mala de Macao) 
o) = /® + arm T pr + + ean + AND, 
f мез" [EET EL 


DD 


256. Desenvolve o polinômio Да} = a — + 30 + 3 em po- 
tências inteiras e não negativas do 


siege ji A eed P) = O momo 
ИСУС ra Fuss paso ma 


OR 


Portanto, 
PR و‎ 


ТЕРАСИТЕ 


767. Desenvolver а função ftx) = e” em potências de binômio 
2b 1 até о termo que contenha (x + 1) 


Seção min = # para todo ө к. fi (= 


Loma nte eni LE! 


“ik. Dem а ção la ex pts de x 1 
a 
* o Se T fagi cm pacas de x at o 
"i enu que dr ente eme + e waa + 
укш o Eme F 


772. Esclarecer а origem destas fórmulas aproximadas: 


sen x em potências de x até 


СЕ 


e avaliar о erro das mesmas 
725. Avaliar o erro da fórmula: 


ти. Um to peo, ba йо do pripeb peso, pend, mando 
uma catenária y. = a cosh Z. Demonstrar que para valores pequenos 
de [sa foma, que toma o бо, € express, aproximadamente, pet 
tmd: 
учар 
тты. Demonstrar que quando |i] < ë, com uma piso 
de até E l a igualdade aproximada 


al 


$9. Regra de L'Hóspital —Bernoulli para o cálculo 
de limites ¡determinados 


т. Cela de iss indeterminat das formas 


Seja as tanger usi 


Ag a o) deiode ua 0 < | |< cm le qu à dado i) 
ЛУЫ ШО infinitamente pequenas, infinitamente grandes, quando x= a, 


e na mt LL шиша mo ponto + a ama coesão ineo 
dia f ti tia 
pror) 

moms qe a at aa t am re pti 


Sea rado IP. torma а dar uma expresso indeterminada no ponto a = < 


dec das el anses id) at ae эма 
Жыш шогы: рш Таа te ramen, а ишда regra. 9 quere 
MUSEI Ты Pena do mim mein == "a 
ч. a entanto, necessário econ, que — o ане da razio Л 
e LI 


= = 

rd a m T 
EE 

UNS NECK E 


pa 
a a irc qa 
a = eie fn [1-0] 


иеше, э expressão indeterminada PP 
dad dun T t un 


Obtemos una expreso indeterminada de forma Ü , mas não é nescio apar 


Rendo a ração a um denominador comun, teremos: 


2. 


“ p—— 
Exemplo з. Contar 
Ju (eos 2af" orma ванна 19. 


Achando se о logro é aplicando а regra de Lapa Вита teremos: 
МЕРИ 


m (etat - -61m 
UNT Sc rcm PET 


je eet 


Acha t lites, que эе iiam, dus seguinte funções 


286, lim SEEE qu > 0). 


(1 eos x) etg x. 


Sole im (1 = om ден en li 
1 


rn 
талыш (Û ipis Tim aresen scs 
лоо йш (e н >o 790, lim sm 


792. im teni, 00, афо. 


тэ. lim a xin I). 796 dim 


ES 


49 кана ов Nos - aero ВАСА ОНТО a: 


و 


798. ima. 


800. lim 77. 


802, lim (1 — J” 


T 
aos. tm [u aos, m (oa 
Ей (al Misteri 


1 3 


não podem ser encontrados pela regra de L'Hóspital — Bernoulli. 
Encontre-os diretamente 


e онто ы 


810º, Demonstrar que a área do um segmento circular com um 
Angulo central «pequeno, que tem a corda AB = $ e a flecha CD =A 


rio. 20 


(бе 20), 6, aproximadamente, gut à 
sein 
com um erro relativo tão pequeno como se deseje, quando x — 0. 


Capítulo Ш 


EXTREMOS DA FUNÇÃO 
E APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS 
DA DERIVADA 


51. Extremos da função de um argumento 


E Sins esas ta пары A юше т ДО e cama 
uer dos ey deste intervalo (egnento) podes Дейтн de дершде 
a Cop TI A arena s 
fit corta ma sario a) ofi > O PY O pam a < +< 
Aie aces ee ei tg 


mon 


tn da f — 
it é dedito de terio ini 
ec tados ue ponton ccn de mde] = 
p — de tenção 
mre: 

Solução Achamos a derivada 

а-а-а o 
рән у = O paras = 1 Met cn 
рет 
РС (o D: B e 1< к< sa 
22 iae cet ss aro o) ig 1 


#4 Caruso Hit. EXTREMOS DA UNCAO E APLICAÇÕES CON: DA DERIVADA. 
Exemplo 2. Determinar on intervalos de creinerto e dereineno da unção 
Solução. Neste caso, = — 3 é o ponto de descontado da fiio e 

< % quando — 2. Portanto, а tangto y detec mon наа 


E TERT 
кы iei é css edem a fuga 
А nre 


Seção. Temos 


y» a 


S ma rai LT e ade à tendo é esto Do comedo 
amos que y < Ono tero (— 1, 0) (para pri, pode tomar, or exempl, 


Y < 9 mo ien, (аы pate tomar 


y> 0 m interno (1, за 
T ge o gado ee o tro (ee, = 0, derece em (= 

Emos de Tui Se exit mentor Eater! de pont 4 tal, que paa 
ази oio punto 2 # n dete entorno w senza x dopado Ji] nj 


1) iamen 


zen 


o ponto xy resta o nome de pot mínima da facto у = Д) © o número fo, ode 
ME Ta y DO mee fa np qu goo 5 e 
Tom «ноги determinado dà posto s e verita а деште Да = 2). 

aie depu mma de esi Jo] «oo de aem den oo hg. D. 


Biblioteca Contr: 


11 EXTREMOS DA FUNGAO DE UN ARGUMENTO » 


O ponto minimo om minimo de uma йо ae chama, tantan, ponto emo 
o ou minimo dera ungis, ode ийт dc SE pao extremo 
aqu 19 = ns aci n n ee a ne e 
EO MT жарса Бы шй 
ЖО Mos ма quia f с ue мша УШ {ие oc) la 
3 enteramente pedis ear Qe fenis Jim Аа condições vues de 
det шы лашы do ma fon cota to des рим tu 
TES ubt ы entro a = 8, 3o + B do ont eres ay no qua) > 0 
HIM order w dpto 

nbr i co dun TD ISSO 


in ppa o Ду cem 
o q qm m= 
ШШЕ 

аго gis trenes ГОИ 
MASS nta сасу t P) 


mao so annia ma ponta ay poa tt Ta 
ponto extremo, ue ser mba de An (e) < 0 minima, м AD) > Se A 4 


Поаро &. Achar or ester da unção 
pn 
Sooção, Achamos a derivada 


yn a 


guano a meroa derivada y, obtemos que: YZ + 1= 0, 
Del se dez o ponto estacionário s = — 1 Pela firma (9, temos: se 1 = 
Th а pode жг qasiquer mero иди tlcetemento 
ão > 0; no inris, кте ST ш ten y < 0% Par conseguia 
Viae pie simo dê funcio», tado уыш É 
alado à sero © denominador de арине, y em (3), tema: 
[an 
“goi achamos o segundo ponto eric sy — O da função, para o qual ao existe dur 
To siat, n, — 0 é am poste mino de fuiga у, tede Jpn c Û (i 2%. 
Sanpa de dioses da Rito ш posto 1 = — | pode ser ta an 


re 
Tenes < 0. quado = Le portanto. e 

3*. Valores minimo є máximo abes. O valor minimo (máxima) амын 
de uma loção cotas Jio) mam tado segmento [a] obio 98 nor patos ct 
io tito ps extremos de tal septo 


| Se no for e determinar o sina) ds derivada y, pode-se call por meios 
armani tomado coma À um número pontino seidememente” Poquer, 


Me CAPO! EXTREMOS DA FENCIO APLICAÇÕES GOM: DA DERIVADA 


Erenpl 3. Achar os valoros minimo máximo absolutos da função 
ТРЕТ 


meme taca} 


LP ноз 
Soho. Já que 
yl». 
então, os pontos clics da função y ыш: ay = — Ly = 1 Comparando o valeres 
ЖОШ mentos ponis Com veas di Fono el Extremos do intao dado 


penus stus fo 3-4 


2 


posto ac 2 qo ponto entreno dio do segment) 


Determinar os intervalos de decrescimento e crescimento das 
funções 

Bl y= IA y (a 

йз. y = (x + 4). зи. у= 248—3) 
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sı EXTREMOS DA томдо ок UM rout ” 


s16. 


wo 
ats. y = (e— 3F: 
20. y= x+ gen a, 
82. y = мема (1 + a) 


[^ 


Estudar os extremos das seguintes funções: 
826. y = + 4л +6. 
Achamos a derivada da função dada y — 22 + 4 Igoalamos У э мө. 
Оюу еа rc УЬ 
"nino de fasc dada, sado уш — 2 


82. y= 2 + x — at [E 
po 
Sedução. Achamos а derivada 
"EE 
Parafina cai do Cima alamo a LS 


Como УТТА E Oyo ponta ч = = 3 dun posto misimo dão y são уды Ë 
EE tado apak 
830. y = s Dy. ви. y = s(a уе 29. 

sm. у= ção 


mere 


UE ro re oz 
838. y = PT 839. y = 2 sen 2x + sen 4x. 
840. y cos + 3005 $- 841. y = x — In (1 +23). 
m мз y= кш" 

ви ус сова. м yc 

Mey wot 


эв. y 


8s CMT nt. EXTREMOS DA ндоз APLICAGOES оком, DA DERIVADA 


Determinar os minimos е máximos absolutos das seguintes fun- 

es as segmentos que s jam (quando 20 2 inditum o we 
entos, os minimos < тыла alto de fanis ee d 
determinados em todo o campo de existência) 


mo y t 450. y = VITO. 
SSL. y=sent x +costz, 852 y = arccos x 
883. у = 2° nosegmento[-1, 3) 


B4, у ч 20 EAS erii 
3) mo segmento [1.5]; ^ b) no segmento [—10, 12] 

888. Demonstrar que para valores positivos de x é justa a des. 

igualdade 
a+loz 

856, Determinar os coeficientes p é g do trinômio quadrado 

=at + Px +q, de forma que y 3 seja um minimo dese ti 
Tami, quando fe = 1. Dar esplicação geométrica do е ig 
obtido 

887. Demonstrar а desigualdade 

“> 1 + x, quando x 0. 
EN 


Po pracedimento conum encontramos que eta fito em wm minimo nic fg) — 


LIS MP 
Demonstrar as desigualdades 


Mh z cen en qua i 

кә. cos a 1— Ê, quando e 

me 6 Ы +з c x quado zoo 

гы. Dividir um número positivo dado a em dois termos, de tal 
lors que жа proie E lr dae 

Na Torcer Um йө de arame de Commento 1 de manera a 
EE EE oo совре 2. 

385. ual do gds angie de eee dado, igual a 
ap en br Шы 
864. É necessário construir uma área retangular cercada em três 
de теш ades por uma rds mali gd usada em ita 


ttm Jogo mao de pedras, Que forma ert mais conveniente 
Gar à superficie (para que sua área seja maior), se dispomos de 
metros lineares de sedo metálica? 

865. De uma folha quadrada de papelão, com lado a, devemos 
fazer uma caixa retangular aberta que tenha a maior capacidade 
possivel, cortando se quadrados nos Ángulos da folba e dobrando 
depois ds partes salientes da figura em forma de cruz assim obtida, 

866. Um depósito aberto de folha de Jata, com fundo quadrado, 
deve ter capacidade para v litros. Em que dimenshes deve ser [dit 
o depósito para que em sua fabricação se gaste a menor quantidade 
possivel de lata? 

367. Qual dos cilindros de volume dado tem menor superficie 
юш? 

868. Inscrever numa esfera dada um cilindro de volume máximo. 

A69. Inscrever noma esfera dada um cilindro que tenha a maior 
superficie lateral possel. 

70. Inscrever em uma estera dada um cone de volume máximo. 

ATI. Inscrever cm uma estera um cone escalar reto que tenha 
а шайт superície lateral possivel 

872. Cireunserever em tomo de um cilindro dado um cone reto 

que tenha o menor volume possivel (os planos € Centros de suas 
Sor оешты colidem. POSve (os P 

873. Qual dos cones circunseritos em torno de uma esfera tem o 

ETA, Uma faiza de ata de largura a deve ser encevada em forma 
de canalete cilindrico aberto (i. 26). Que Angulo central y deve: 
tomar para que o canalete tenhá a maior capacidade possível? 


A 
^ 
k 
Li 
ACER 


875. De uma folha circular deve-se cortar tal setor, que enrolan- 
doco, passa-se obter um funil que tenha a maior capacidade possível 
< 876. Um recipiente aberto € formado por um cilindro, cuja partc 
inferior termina numa meia esfera; a espessura de suas paredes é 


re EXTREMOS DA FUNÇÃO APLICAÇÕES GEOM. DA DERIVADA. 


constante Que dimensões deverá ter tal recipiente para que, sem 
шаг sus Capacidades эс fase e qu CONS P met quim 
Шы» peace de mate 

877: Determinar а altara minima A = OB que pode ter a porta 
de ma torre vertical ABCD, para que айат deb se possa Ecos 
шг ma torre uma tara нема M de compite co esc 
Servae do longo de lada ойша AB A шша da an Z 
GERE e y 

178. Em um plano de coordenadas se dí um ponto Mas, 3). 
situado no primbio quadrante Kazet pact por ate ponto dt 
таз, de tal forma que о triângulo, formado enti a е od энше 

s de coordenadas, teta a menor area postei 

9, Inscrever em uma lps dada um reino de maior área 
posi, que tenka cs lads parados os tos di própria dioe: 

80, inscrever um retângulo de maior rea pov o segmento 
da paritola у= 2 pa, cortado рош re z e 

381, Achar o ponto de uma curva — Lo, no qual а de 
gente forme com o eixo OX o ângelo de maior valor absoluto 
E 

382. Um mensageiro deve ir do ponto A, localizado em uma das 
margens de um rio, do ponto B, localizado па outra margem. Sabendo- 
se qi a velocidade de movimento pda margem EA NOS max que 
movimento pes água, determina? wb que angio Че deed atr 
Year o по, para chegar do ponto E э ment tuo Posa A 
igo qo ш de Ñ dita tre o ponts 2 E E Qe longo 
da agen] € d 

883, No segmento reto AB = a, que une ente si dois focos de 
ка À йе incnade p) c В (de Tata g), achat ponto manes 
lindo M (2 dm agas € verene persa ae quadrado 
Er CE 

84. Uma lâmpada pende sobre o centro de uma mesa redonda 


de raio r. A que altura da mesa deve estar a lâmpada para que a 
iluminação à beir 


viga de seção retangular, Quals deverão ser а largura z e altura 

desta seção para que a viga tenha s resistência maxima possível: 

a) na compressio; b) na елдо? E 
uerit. A пааша da sig à compren ¢ proporcine dra de sas 


o uersa» э ошаса À lero 4 proporciona! a peto da larga den 
Eça” palo quadrado de wa alu 


үт. кхткинов DA runção De Uw an, a 


486, Uma barra uniforme AB que pode girar em torno do ponto 
A (ie 28 suporta uma onça OKA Rca de a cm do polio 4 
ias T etnia Ea o de uma lora verical s pi 
ada no seu extremo livre A. Cada centimetro de comprimento da 
fama pes y kp Determinar o comprimento s da mesm de al 
forma ue a erts P seja а minima pese e achar Pea 


нож 


887%. Os centros de três esferas perfeitamente elásticas A, B e 
C estão situados em linha reta. A estera А, de massa M, choca а uma 
“velocidade v com a esfera B, a qual, recebendo uma certa velocidade, 
choca-se, por sua vez, com à esfera C, cuja massa © m. Qué 
massa deverá tera esfera В para que à velocidade da estera C зей à 

888. Se tivermos N pilhas elétricas idênticas, com elas podemos 
formar baterias por diferentes formas, unindo entre si grupos de я 
pilhas em série e depois, os grupos assim formados [em número x) 


m paralelo. À intensidade da corrente que proporciona uma bateria 
deste tipo se determina pela fórmula 


onde é a força, eletromotriz de uma pilha; r, sua resistência interna 
e E, sua resistência externa. 

Determinar para que valor de w é maior a intensidade da corrente 
que proporciona a Bateria, 

889. Determinar que diâmetro y deverá ter a abertura circular 
de um dique para que o gasto de água por segundo Q seja o maior 
possivel se Q = ey à — у, ondo h é a profundidade do ponto infe- 
for da abertura (tanto A, como o coeficiente empírico c são 
constantes) 


зз © сплошь. EXTRAMOS DA FUNÇÃO APICAGOES ском DA DERIVADA 


390. Se xy Xy... л, slo os resultados de medições igualmente 
precisas da grandeza x seu valor mais provável será aquele para o 
Qual à soma dos quadrados dos erros 

iyu 


tenha o valor mínimo (principio dos quadrados mínimos) 
Demonstrar que o valor mais provável da grandeza x é a média 
aritmética. dos resultados das medições. 


$2. Direção da concavidade, Pontos de inflexão 


fece (quao. 
rr lega de dirae ре o rio 6 cincava para io 
oneri dirigida poe se. De dorma айда para pilas conca para Gia, 
ЖЕ aei qua om ruo эи drin pra lie 

2 Punto de laredo O ponto (tc), to gua a de sentido а conen- 
vtudo do rádio qa шари, з pano de rã іа 2S. 


у 


Paga а азна do ponto de next a do ку da facção y = ДЫ) 
aid = oa (nj тз eue. ба posten em qus Ql c 0 ee те 
da! cb, бом dte do da. piti. O poma clic de 2а роде 
Ташы do pest de ixi e f (a) cease o шан contanto a catis 

Were eic rni Ë sets dum nimero 
Eros cic Сй жа go de id e a e) tds 


мге iter 5 
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үз. DIRECAO pa CONCAVIDADE. токто De IFLA » 


Nd 


Seção. Temor 


TI e M a], бу usss de t, operans, rre o 
is БАШЫ vence amando" por enel, m pato em cada ша dn inte lr 
Ue e cca on valor somopndentel de x em y] Poe М. x ce 


má etapas cm <F < qi eco <a k =: dune 
T deer ge tmn (Hs i) rnm was 


“Des ceras que devido à sita da curva de Gane em rc ao cio 
y tede io sedento alas а investigação de ainal do conecta da tav 


Ene 2. ed ou pente de teo dog d tuto 
у-ті 


ано, Temo 


É evidente que y slo se anal em parte alguma. 


Exam Ba ponto С=З, Сыз ponta de ийиде lig 3) А tange to 
Bo é pa ico Gan demos que primera eta En para 


É n 


nes 


“Achar os intervalos da concavidado e os pontos de inflexão dos 
gráficos das funções: 
891. ус бе аа 80. y = (w s. 
1 M 
юз. у-у ви. y 
895. y = PFT. 


897. y — x — sen x. 
899. y = arctg x — x. 
83. Assintotas 


os dd 
аша 
ЕНЕ i 
ORIENT on s cm em nem ata qe 
Rice. 
ay a rr 
A o د س 2 ھک‎ 


жо: 


ЕЕЕ 


элт у — у + М ar anota (que В dida, оп de M — O, Jorio ауны, 
Pa do So ду), 


x= Д0 А 


СОСЕ 
mc vende е. 
ы dr cup det IE 
Eta end A 
ipi a 
EN 
são dao tn ses 
vis ad mta e + н 


ho im pr) ka 
EA 7 TE 


portanto, a asintota direita sarê а rela y = z, Por analoga, quando x — — co, 
PE 


h= ln (a = 


1 
q 


NTS 


espessas 


- 


E 


H 
H 
i 
H 
Ë 


Des tema, a amet esquerda 4 у = 
vous esta na pede spleen өг comer ue smc, 
— ТМ a alba da алта 
У. 


эв Cni me EXTREMOS DA FUNÇÃO ¥ APLICAÇOES авом DA DERIVADA 


жиш. соло 


чүм pi pa тор дагы: 
o) se torne infinita, enquanto que а outra permaneça finita. Seja lim gi] = 4 


Ес 


Eorum ie 
tim O 
nw 

DN 

Tema НЫ. ы ts pum 

د 

A d 


= вао — A = ba 


СТЕ 
ore enfe 
p—— 


909. yet +2. 
ML yd 


913. y = In (1 + a). + 2aretgt. 
915. Achar а assíntota da espiral hiperbólica 7 
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ki coNariução DE Guíoicos DAS FUNÇÕES ток PONTOS ” 


$4. Construção de gráficos das funções por seus pontos 
característicos. 


Ao coeno rico de uma fando é pecar, antes d mais nada, achar 
o campo e Wicho de men é determiae ses comportamento em toma dis a 
Toba cao de delas É conveniente anclas também рте ceras 
ШЫ oso бе eia ico] coma me, pe asas 

ga geve m deo pontos edson, a pontos ete af 
Clear о carter geraldo gráfico da fun c ler seu desenho matemtico ver. 


Portanto, não exite asintota oblqua dita. Como o сө é simétrico. tam 
Pao Da a llawa enar bon tn. 
18 обмити patos cios de a, 2a. espécie, isto & os ponton em que 


y aa es rio ento Peas ou ш cormasa: a erede aliada da (em 
Er ed 


а 


Аз derivedes У e y” deixam de existir unicamente quando y = +. 1 isto & эё aca 
Ea e SS Con Gra E par ойо >. pranto no pontas a 


o dla leves ato сосы, pare malor comodidade, numa. 
k 
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te d glad foro. Deve e atras que devido ao ata de кта ação 


Lao (ral a | > |o. +) 
Hus + is | + 
Ë 

Ez == s e 

m: m Z= 


ә Com cs nawus da investigação contamos o gico да fu (fg. 33, 
рана pio fugio 


44 CONSTRUGAO ox олдо DAS resções гов rovros » 


Y * y" existem em todos on pontos do campo de existéncia da бий dada o 
Y 0,0 la m h io é quado s= 


YS eo 3 + isto quando ge 2. 


mos 


Mira ponto des de kpop 

heslo d gro cem os ess ds condenas Fasend y = сетат ае ат 

dpi dores da сита sot o o ds a ds Мо cado d 
“om en restos obtido constusmos o grito da ng (ig. 34) 


7] tr 
[run 
z 


em 


— | = 


ur 


5e. eomsrtução ba тов bas нон» ron ontos m 


Construir os gráficos das funções que se indicam abaixo, determi- 
mando e campo So еми de cada fo, as pontas de оси: 
maidude, os pontos extremos, os intervalos de crescimento e decer. 
cimento, os pontos de inflexão de seus gráficos, a direção da concavis 
dade e da asintota dos gráficos: 


эш. у= س ی‎ 3a 


918. y = (e — Dr G2) 


94. у= хүх+3. 
936. у = Yr- =. 
938. y = 292 — FTA 
эш. у VEFA- У. 
э. y сч 
sa - uiu 


954 у= (e + I) nF (e + 1). 98 y = Gt 1) + 


ш лито HI. EXTREMOS DA FUNÇÃO E APLICAÇÕES свом, DA DERIVADA. 


95. y =In (140) 


959. у = sen x + cos x. 


962. y — sen? s + cos x. 


9н. = тл. me sen 2x. 
sen (41) cos x «cos 2. 

967, y = x + sen x. 968. x = arcsen (1 — FF) 

[OE 9m y = 2x — tg x. 


эп, у= моц». 
эл. у= как, quando хо. 
eym, quando к=. 


3. у= x + Zareetg 9a 
975. y = In senh x. э. 
977. у = ===. 978. 
py 980. 


In tg Ins—artg x 


»n. i 982. 
983. y = cos x In cos x. 984, 
985, y ~ aresen In (xt I). 986. 


э (а). 


987. 

Recomenda-se também construir os gráficos das funções indicadas 
nos n°. 826— 848. 

Construir os gráficos das seguintes funções, dadas em forma para- 
métrica 

988. e= nu ym n +. 

989. z = a cosè t, y = a sen t (а > 0, 

9%. x= t, y = te 

эя. к=}, pne, 

992. x = alsenh £— ñ, у = alcosh £ — 1) (a > 0). 


sa DINERENCIAL DE ARCO. CURVATURA w 


$ 5. Diferencial de arco. Curvatura 


aca de aro. À Gerencial do aro £ de uma curva plana e regular 
uds pagã CR Дола cartesianas 2 e y é anpren pde laua 


"I 


se a equação de cura tem а foca (todas as funções deramoo continente 


s = Am, a 


dy. quado dpt 


Fe) = 0, ento 


Chamando de ao амо que forza a dimito poritiva da tangente (мо é. dirs 
ai oo end de concen doa emt "Virga: pasiva do 


Seed e po terio ad pel rio рам deem ponto da ca ea ta 


>, Curvature de ama cura. Chama-se corar K de uma cura regir, em 
эч pondo No nte Фа sao do igni qu formar as dida pontas das ar 
Poa cuve ptos N gir 


мн = м. quando NM б. эз, to 6 


сме бо tapus entre а direção positiva da tangente o ponto М e o eixo OX. 


TA ato das derivadas para e Ру dove уш го cap. YE 53, 1. 
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eo de cata Eco o mome de rie de camara Па gustado vera 


A cicuntertncia X = E md a 4 o anda ікае), o memo que а linta 


те (E 0 o tinhas de curvatura constanta 

AS rales par ci qe Cias E coordenadas cartesianas d asse 
munis fra Ego o sd) 

1] à civ d dia por uma equação expli = ДА) а бааша а 

e 
[n 
2 wa curva cada pot ama equação inca Zn, 3) = 0, pra a emia 
Еа 

[zrs 

wx 


MILL 


x- 


x 2 


з 


Setenta кышла, Cras «онунда dati ба ciae o 
abe акага em з Tento po Мы а cad ы Ju ИЗ 
RD М é pr este йг pori PEO теша шт quando E ЕМУ М. 
ОШ ss acia sa ma! à cu sda no poco M. né oa de ma 
pP 
xo Ы, وم‎ + ЛЫЙ 
” ” 
A read was cara 4 ga eomtcic dos entr de aratra esta curva 


A normal MC да cravent Т, é tangente А evoluta T; o comprimento do arco 


TE, da oet & gut ao scracemo comepondene do rio de curvatra CE, = 
M vei, por cu aso x essere ect, tamb, ө som de dd 


p 


p 
D 


B 
a 


tino da curva Ty, que se obtém desenrolando um fio tenso eco na evoluta 
TOR 36) À cada eta corresponde ume nad део que пара 
nos comprimentos ics que pode et e n. 


1e6 сапонин ATRAMOS pa FUNÇÃO E ALICACOS авом. DA DERIVADA. 


Vien 


12 co Cha sene de uma oron o ponio da me 


Em ga da carta К podes tomar orto da comam R = ПГ e procura-se seu 


penta extremo, эе est cao é mei fácil o ciao 
"зад 2. Айше o veia da caen 


РЕСЕ 


sint Coma se É eo Le Et qe Ко 


ano, саса. Trem qe Ë se 


ок mimo da curvatura) da estendia. O vértice да caen y — a cosh É эна o 


ponto AQ а, 


“Achar a diferencial do arco, bem como o coseno e o seno do àn- 
gulo que forma, com a direção positiva do eixo OX, а tangente a 
Cada uma das seguintes curvas (os parâmetros são positivos) 


95). s + yh cct Cirio) 
ooa SAZ ci (dpe. 99.38 2px (parábola) 


996, i + уз = P (ашу). 
997. y= а cosh 2 (tendria) 

998. z = аб — sen Ü; y = a(1 — cos 9 (44) 
999. z = a cost у = a sent анд). 


Achar a diferencial do arco, bem como o cosseno e o seno do Angulo, 
que forma o raío polar com a tangente а cada uma das seguintes. 
Curvas (os parâmetros são positivos: 

1000. y — ay (espiral de Arquimedes 


espiral hiperbélica). 


sect (parábola). 1003. 


a cos (аб) 


FE SESE SE. 
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1004. 7 = ar (espiral logarltmiea). 

1005, 1º = at cos 29 (lemniscata) 


Car a curvatura das seguintes curvas nos pontos indicados: 

100. у = sto 429 — ы та origem das coordenadas. 

1007. э + ву + 3 — 3 та ponto (L; l 

1008. 7 + 2 — 1 nos vértices Als, 0) e В.) 

1009. x — Ë, y = P no ponto (1; 1) 

ioi. 2 cos 2p mos vértices, cojos Mngdos polares são 
esboça 

1011. Em que ponto da parábola y^ Ss sua curvatura бза 
m 

1012. Achar o vite da curva y= А 


“Achar os raios de curvatura (em qualquer ponto) das seguintes 
linhas à ada 

1013, y = 5º (parábola cúbica) 

1014. Ж + = 1 (elipse). 1015, х= Er. 
a cost; y = a sent (astride) 
aco £+ sem Ü; y = asen! — eost) & (evolvente da 


circunferência) 

1018. 7 = ae (espiral logaritmica). 

1019. r — ап + cos 9) (cardicide) 

1020. Achar o valor mínimo do raio de curvatura da parábola 
ГЕРХ 

1021. Demonstrar que o raio decurvatura da catenária y = a cosh Z 
é igual ao comprimento do segmento da normal 

Calcular as coordenadas do centro de curvatura das seguintes 
curvas nos pontos indicados: 

1022. xy= 110 ponto (1; 1). 1023, ay? = xno ponto (a, a) 

Escrever as equações das circunferências osculatrizes das seguin- 
des curvas, nos pontos indicados: 

1024. у= 2 — 6% + 10 mo ponto (3; 1) 

1025. y — é no ponto (0; 1). 

Achar as evolutas das curvas 

1026. у = 29x (parábola) 


mm ia 
1028, Demonstrar que a evoluta dci 
E 
é uma cido dect, 
1028. Dec” qu а evelata d sil guia 
a 
é abs ша ea ignia com ө шеш pl. 
"o. ратон que шла inn d canto 
To df Lan): 9 almi - Hae 
é à ciento азаа к= жаш, 


(elipse; 0 < b< a). 


a sen t. 


Doct 
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Capítulo 1V 
INTEGRAL INDEFINIDA 


$1. Integração direta 

T. meres dps ção 

vnm 

en ar = Ron + e. 

P" 

2 ath as 4 ran, code 4 é эта constant (4 4 0, 

э fun mão (gta nt 

$ ss finan ri + C е m = pta) timi então 


(ma лына 
— 
esta ines aum 
n PR 


и‏ + ی س 


араа 


fre Bume, wno 


m 
ii. 


+c өя. 


е uno 


aer NFS ak 


no causo н. reca. повята 
voi a remm ete ss 


vm emo Loro entrance 


vim asar esse x mme 
jue tara 
ИС 

жш. f (243) emer + merl +e 
xw mse east xv (asas +e 
хе. fay mre xr fg sane 


Bren 1 (ert + br + dsm aras + onn + fear = 
epa ena ene 


as seguintes integrals, aplicando-se as regras principais 
Жтт dus 
1031, зза 1032, (бк ве +3) dx, 
1033. (atra) (да 1034, 


f $ 
vos уа, 106. fer. 
jen j 


CPU m 
mamas fiat 
ИТ 

050. frear 


ci сыеры сыыры Шашы re 


peche + с. 
st empregonse a rera 4) e a integrat 


Ergo 4 (avara 1 


( eua dera 
de ção sm É eq 9 é à ا‎ 
C psp Es À ao судагы e Etr da tabela, sra 


meia fam өн» асн 


es ipo detenção mca nro 
Cavi чаг as шыш E 
E 


sao ا ا‎ ate La ne 


Achar as seguintes integrais, utilizando as regras principais e 
as fórmulas de integração: 


10519, ( 55... 
wes inae ose Ql 


ves ш юв (Lila, 


105290, {УТ ax 


E 


ues (Etran ame [EAE ar 


ru 


ws wasa 


"m 
шэ. uias enn 
ша. [LG as 


1089, (p a 


ив. (LEE ar 
wm (umas gm (ema 
шю. fe ep do 
я. (St ax 


1095. {сте 


эзиташицдо опата 


ив. (7 


1101. Sm 


nos. шм. (una + td 
nos. $ 106. (cosas + sen esa 
no. nos. fte t 

no 

m m 


inm. ma. 


ins. 1116. 


nr. 


ins. 
ш». 1120. 


ua. um. í 


из. им. 


ams. ime. 


uz. 


12. 


IL de mno, 1252552 


MA 


Иан азаа na. (tg? sec dr 


nau. 


из. ji 4 


1138. fe senh 5x—2 cosh Sx) ds. 


1139. I 1140. = 
na, f 1. (ata 
1143. (tgh x dx. 1144. fen хах. 


Achar as seguintes integrais indefinidas: 
ne (sas - 


um бошу ыт 
1157. faet cos x ds. 
ив». E 


пе. (sen? з de. 
са 


пе f 


1166. Ip 


ng. (tremenda 


TON 


42 матохо pt sonet us 


un (E д 
EET 


EE 


пв. рева 


us. 


ns. 


им. f 


uses (Lot 


na, at costat 4 pas 


52. Método de substituição 
o (———A———————— 


cep 
onde 1 é uma nova variável e у ona ção continua eene fr) # tremor. 


ТА a 


Deve-se ester а бизд, de tl maneira, que o segundo membro da Semula (1) 
tome ona Torma таш d unde para x игре 


Solução. É atual faser = FIT, donde к = + 1, = du = 2r a Portanto, 


jure fee nena ife ma 
erne e+ he-re 
a cm sti do Go 
o 
NL 
asa ene а 
se fti teme mo 
"(— 
m [o 
Tate tão disco sudo ө 


nx 
O temps 2.5 ° £ (3 0 podem tor Wido rosoividos da seguinte forma: 


People 2. um 592 den Me dem Таа 


ec =3 +e 


кене и-и: do do ne t. 


ines TFR Cm 
атынас 
кене emi безген tra d 


jv 


(— 


EM EE ЧЕ Е РЕ: 
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«жогорк sms! i 


2) зе a integral contém o radical YE s w as sim a see 1: dal 
Pros u. 
3) Ses integral contém o radical FATE, se tas э = ари; dat 


үә. 


Soa. Faremos sc 1 onto, dee Lr 


E PN 
wi wer T) se me 


1191. Achar as seguintes integrais, utilizando as substituições 
indicadas ages 


Achar as seguintes integrais, utilizando as substituições mais 
adequadas: 


s2. (sper ras 


um. (teas m Ct 


ш. Quen. 


1198. $ 7 dx. 


Achar as seguintes integrais, utilizando substituições trigono- 


meias 
me 
Е 
тав. (EET a а 
x. (ү 
1208. Calcular а integral 
ELM 
fazendo a substituição x sen 


1209, Achar 
qu 


utilizando a substituição hiperbólica x 


Solção: Temas: VER VEFE 


Verena осна саана ЕЕЕ 


es menago vor meses E 
биес VETRA ue ERA eG. 


ue CC Eno é sma mova constante air 


1210. Achar 


fazendo x = a cosh t. 


83. Integração por partes 


PX — 
жеш colendi. tones” que 
£ de 


Exemplo 1. Achar 
(rasa 


Sependo s = In a5 de = rd, tems dom i r E, Del 


[LE 


————— 

verra Tema de Integração par puts En tips cs leds de ocio 

or pater т сыйа а Naro Qa qual e Asma s egal теа 
Fey 2. Astar 


[2 

Temos ensi = (ee ea sh = at en x — frm ntm 
eem tme rn 

ы jet eon x a = oë son z + et con x — fiet co wan 


jte z dx= E ensem a + C. 
per E morton 


mo cartrons. INTEGRAN impera 


Achar as seguintes integrais, utilizando а fórmula de integração 


por partes 
ani je хах. 
1210, fareson z ax. 
1215. frcos ar dx 
1217. {= 2=а. 
1219, (tr ne genas 


1221. D 


1227. P Wr d 
1229. {нк ++ д. 
zm. (mae 

xm (arcos cds 


1235. {sendin х) dx. 


Achar as seguintes integrais, 


1236. $ arog 


ine (tartma dr 
pay (tas 
1242. f arctg 3x dx. 


Ey 
Da. шее de 
\ 


xus. (Seas 


ues фис 
ue emet 

uns {2% 

mes jon 

ae. reas 

тт. (rep sm estes 


1224. jw x dx. 


1226. dx 


га 
1228. fje arsen хах 


1230. 9 


1232. Ye sen хх. 


mna (esen bë dx, 


utilizando-se diferentes métodos: 
1237. ү е 
1239. 


Elm 


"i 
ак 


\ 

E A 
Ene КУ 
E 

í 


no. (nune 


ma (mta me. {сооз} 
пе a ра 
rose (FFA tos (ула 


ne. (2 


$4. Integrais elementares que contêm 
о trinómio ao quadrado 


т эмен d ше] "+" ae O prsadimanto principat e cio 


sente em red o tritio de жоодо gras à forma. 
ande eie AP h o 
onde A e E são constanten, Para leu а trasormar (1) o wis cómodo é separar 
Тао cat do uie de apando gras. Feo e BON pec a tab 
e 
pM 

= 0. езше o trindmnio de segundo gr terma (D, temos as integrais 

Rae ox dV re ү L F. шы бы tes meme 
pn 


fane je. 


ПЕЕ 


DIUI 
m——— 


m p 


us e tier 
O mo de cao ska análogos aos cima examlandos. Definitivamente a integrat 
o reduz à V integra inedita, sea > ek VI se a < D 


Se рар etn 


r eige 


кчы 


PRSE 
ÇA 


rcge ma = 


ist promo en Ma 


“Achar as integrais 


оњ (ris 
ns. (E 


\ 
|j 


EER 


z анто iv. ITERAL авлаа 


1272. (VFT FITS as. 


$5. Integração de funções racionais 
| po e tas nt ação de tão 1 
ctm i tentus 


E 

om 
code Pl e O) sã potes inteiros e o gr do numerados Pta) 6 menot que 
m den Qi e ido y 


o 


ош m (eade as 
onde 6, .1 elo dilerentee rats reals do poe QU) еа... 2 são rúmen 
atra gado qe аатор аа ao ren tração (Ù) rode decere cm. 
[rs 


Yan salestar e cons otro 4 Ap E masas райе de ie 

Келгиси ОГИЗ 

EXE TOP ir o Cs 

шлак its pn mui) аа Бс 
arpão ar 


Saber" 


Seção, Teremos: " 


Va LA. 
MO 


LL o 
al, ries todo para a дастае dos confins. Сораса x identidade 
[roo P TAKES OR 

fa BDA 4 QA + BD UA B, B) 


эв вов mo куд naciosais us 


цина os ибаа decada эша ds potências iguais а», tros 
OA +B 124 +в DA B, 


aca do md para а tração ds cf. ando x= amo 


X 
و ت ا‎ не в вст 


Fazendo, à жни, z = 0, teremos: 


ПЕТТИ e 
deteminação do coscentes Utilizando o segundo método, fazemos # = O ni ldem 
Tio тыма (o, Depot ienis z isa que Ñ = Z. A эрш. 
po 


4+ e En 
Desta toma 


$ 


O 


ne carro v, manat morena 


So polinômio QU tem raises complexas а £ Ó de molUicidade 4 onde s é 
ama grandeza ищ, pa %есишровцдо d tem complementares ыда 
pep 


MG p Manis é 
Pta 


mapear e + [e = (al. 
titre to cet indeterminados qu cd os ds 
Така idi Quando A 1 а trução ( e maps diamante doando À Y 
RE moda de тше, полако э E genome, ad i qe 


segundo grau st perci tem (+ £] fr LE) ома a rti 


көөн» з. Adar 


E Е, xs 
AH] 


ЕТИ) 
Dti arce З 1 
aeta T ERREI 
2. Método de огары. Se QUÀ tem rales mitiplas, entito 
"REIN 
[ON MPO 
le Qu) 4 o másimo divisor comum do polio QU e de ia dea Q. 
04 = gr, 
Xia Y (patio com corts ваид, ajos gras so menores 


thart co 


ө 


к teeecanção pe runções cas m 


Derivande cata sentado, teremos: 
ME aims IRA Re +O 
ws e-w 


legare Dio po Seite BX + O + ee Bee D no 1Y. 
alan ов cents dus respectivas potins de s teremos: 
pr 


Ji emo: Dao кею к=- 


ГИТЕ Н 
SECO O e 


EE 
seção — 
PTI Bed 


тюше 


uh ee D Ma DA NUE 1) m 
aseado = 1, teremos que LL. 
3 


одо es Esicentes das potências iguais de x em ambos oe membros da 
ае j same 

LN O LN 
E 


Achar as integra: 
ILE 

иа ас Ur e uc 

a am а тв. а 


їз. (— 


weg 


пн d 


Achar as seguintes integrais, utilizando diferentas métodos: 
1305. 


wies 


asor paea 
o (ção 


1333. 


56. Integração de algumas funções irracionais 
P. Integrals do po 


d Je o 


de кё uma tação racial e GP do = Мө nima inc 


kuni IER EL. 


percata De оона room 129 


Jo inter do tipo (1) ão achados эшан da annie 


onto m é é minimo múltiplo comum dos número q 9 — 
— nar f — 


Seção А subio 22 — 1 = zt ma integrat à forma 


PE 


EM 
Achar as integrais: 


-msc 


onde Pala) é um pito de grau т. 
«9 


ты 


DE й 
Exemplo 2. form fo a 


no €——71 


+ 
ми + ава + OVN FA Ë о 
pers RARA БЕТ] [zx 


Molspbrando por VS Ç o igualando os coeficientes ds petolas iuis de x, 


aci; amo coii omo ama 


era - E TT is gc 
$ taqanan do це 


i= E 
e so e tris 03, vido da ção 

Achar as integrais: 

iL 

за [ул de 

mejores UM (SEE as 

T gi es ni e 

pem o 


omde, =, m e p são números racionais. 


es. А integral (3) pode ser expresa por meio de uma 
combenação eita do funções elementares somente nos seguintes is cason: 


E 


Solução, Temos m= =E; am Li pl 
EPE 


Portanto, tom Joga o 2º caso de integridade 
pp 


mca 
me disso me 


e 


Ма De toma que 


(^ 


afan есмо 


onde Fi. 
Achar as integrais: 


tt 


ви ta 
1336, (— 
Jera 


$7. Integração de funções trigonométricas 
1. dntograie do це 


IL " 


fut sat = 


d m cat s ent x ds м. 


Exemplo 1. ILE sent aj den a) = 


enanitos Fodendo Pr. 


sr narco De puwsoss то днева C 


раси AN шкы сч, 


fun comespondentenente a x = cometa — 1 


СЯ 


АСЕКЕ ЕЕ 


ИЕ — 


lingna к 


"EE jma pee mtus 
tdi te f= Ra ema 


Achar as integrais 
1338, (cos? x ax. 
1340. Gent cos? x dx 


1342. i ds. 


134. sents cost x dx, 


1346. [case sx ax. 


па £I 

1350. == 

E g ha e 
isse (i 1385, fs 4x dr 
1356. uris ds. 1357. ILI 
1388. fetet zax. 1359. ПСЕ 


m mel. (E ar. 
1362. (sent xcosx dx. 1363. |= 
1364, fd 


БЕСКЕ 


ss Up as бошо, 


Jenna cos me T Denim 4 n) x зеи — m) a): 


2) senit sen nn = Lud =) r tnm + n sl 
D coms corna = Etr = n) r cm a 


тешет. fon or en de [lts o cs io = 


“Achar as integrais 


196. fen Secos Sed 1366. fen 10s sen 13x dx 
1367, feos É cos £ a тив. sen $ cos E as 
1309. [essere cotas de. 1370. frenos + q) dt 
ази. fes s cost ser 1372. en am 2r sen ed 
$ tr o o 

Ee — a 


sites da ema (P) гейша а negras de ones racionas da mova variîvel 


Er ierecaação me sosções TRIGONONÉTRICAS as 


Exemplo & Achar 


Б 


me 
|Y 
el Aereo o ао do milo avi (ver o ex a 


Achar as integrals: 


Sofia Mies 


E CAPITULO tv. таана лизгав 


1379", 


аге se uilla 


nas (uos рае 


me CL 
nus jl lues n fade 


ue. (+ 


Qe nem fu 


$5. Integração de funções hiperbólicas 
A lr de tenes Бреда ¢ completamente alga à integração de 
"eras ter em conta as fórmulas principe: 


ТТ 3 con 


nes = Û (osm 2= N): ТЕЕ 


LL oe 

men Û eon ar + ae ee ase 
Sl Geese nas 
o NA NN 


"C 
ita” 


үк киис pas sunsmiruções TRIGO m 


Achar as integras: 
1591. sent x dz. 1392, IL 


1393, (seth? cosh sds 134. seh" coste хах, 


195. e зю (e 
1398. бавна 
Ez 


1400. Ç; 


мо. $ 


$9. Emprego das substituigóes trigonométricas. 
e hiperbólicas para o cálculo de integrais do tipo 
Y arras o 
onde R é uma função racional. 
"Trarsormando o tritômio de segundo gras ast + br + £ numa soma ou die 
es Se quadrados, eim < ita a ба мера a ma, w. 


NE 


Estas integrais ado resolvidas rospactivamente através das subatitsiștes: 


A 


p 
көре 1. Atar 


Sana 
канда. Тыны. 
mamae peito 


[TF a w1. 


E HE 
Lye E meo, a 
ferra ¿ora 
ма Cm ser aaa be) ve 


ae) =u m 
terme 
па dp 
атт) e. 
Achar as integrais: 
из. үсә. um фута 


1406. рза. 


ш. (VFF xar 


an fos tasas 


es Wu 


w fire vg res z 


sia teruanação De pu 


$10. Integração de diferentes funções transcendentais 
Achar as integrais 


лаз рр etae ls (testado 
ип. esen xesara ыбыз 

из. Демони ея. jore 
uni um. À yr 

ма fem Ее иш. te FEM 
das fracc 2dr 1426 (un nz de 


$11. Emprego das fórmulas de redução 


Deduzir as fórmulas de redução das integrais: 
P 


12. achar 1e la 
m achar he de 
sem p-f manens 
мю преса мш 


$12. Integração de diferentes funções 
мм. 1432. 


из. им. 


мз. 1436. 


мз. ми. 


1439, шо. 


(UE as 


1460. cost z dx 
146. | FEE ax. 
мы. (cse e de 


1666. senf — a) een] 


ме. Jefra 


ЕРТЕУ 


1474. í dx. 


[II 


1476. festis 


1478. ttis. 


из. perse nm EE as 


йз сең? 2 
— 
1484. os cosh x dx. 
1486. $ A de. 
1488. ў de 
— 


7 dz. 
езй 
1492, (ut 1) 1077 as. 


1494. pu dx. 
165. [mamanda 166, feos) а 
из. (at= м) мазак әв, [nacti eds 


1499, Garcseny/x dx 1500. islas 


Capitulo V 
INTEGRAL DEFINIDA 


$1. Integral definida como limite da soma 


E Ee tg So ti mmt itin 
WE de БА mx 


snas » 
EP 
ET ras don retângulos correspondentes fuera hE SN. 


Y 


en 1 


E, Integral definida. O limite da soma Su, quanto o nime de partos y de 
vid tonde molt ® mar das во A tee aero e Cha ng 
ada de angin fio entr o iln z e 2 Hio d 


ав Eto Am = fe ar e 

So a nga JA 4 ctia s [e ын ма шорун em La st ¢) 
sp иал du 
SA ga A q e 
Tomo ad a qd pe 
W 


sie USTRCRAL Deriva сомо тк pa soun Dr 


A fã eso tee d ral dokn trem, mtrs, 
“Exemplo 1. Format а soma integral 5, рма a fomo 
pp 
жо segmento [1 М), dividido et interval om m partes qui e —eholkesdo os 
pontas Y de forma que cod биз extremos tendo do genes parcit 
[EE n 


Setção. Temos Ar, = 


казана байын mil, iia pda pesa 
Шу АСЕ e КЫЛАР 


E 


ванда, Diviimos а base a em я parts was Ar = S. Escoibendo o valor 
da ым no inicio de cada segmento teremos 


seo Reni 


m————»————— 


eee 


donde, passando ao lt, obtemos: 


з сла s сва Rc e Dus 


Calcular as seguintes integrais definidas, considerando-as como 
limite das respectivas somas Integrais: 


з ўа 102. (да 


e £ slo constantes, 
1503. Û dr. 1504. Û ax. 15058, [d 
1506*, Achar a área do trapézio mistilineo, limitado pela hipértole 


pelo eixo OX e pelas ordenadas: x 
1507". Achar 


ex=bloca<b 


na 


$2. Cálculo de integrais definidas através de indefinidas 
T, Integral dei com ө limite rper variável. Se a fang Je) é continua 
no segments Te D. a função 


ru pna 
m€—— 
FU сла, tinta d 


15 


2% кеша de Nomen 


lt de, sea 
fusca ro ros 


o nat tda 
[m 
ICE 


Achar 


эзи. Et) = [ndo 112 1= coe le >0 


1813. Achar os pontos extremos da função 


{шю campo > 0. 


Utilizando a fórmula de Newton — Leibniz, achar as seguintes 


721 


Valendo-se das integrais definidas, achar os limites das somas: 
151897. Hi 


oas 1 
ETM LEE 


imn (tiers 1822. Û FE + da de 


uus jE. ama Ye 


n 


$ 


de 
m. info 


rra 


за mens мотанка w 


1509, (mh 


m et 


1543, 


jcoshs da. 154. í de 


m 


$3. Integrais impróprias 
ee de ongs no ша Sea 


la, ы 


jar гы re a 


Se 146 8) quando a < x < D, e Ü Os) de converge, a integra (1) ta 


A F, 
Lata q бам mat (0 emas ado wo a 
"HE. үмер com este fito Se x função /(] é contigua para a < x < o 


TTA А 


se m 


EIL er nt rs converge, а integra (3) também converge 
SENDO е in (f en] = 4 A, ARO, шә 6 fiim А. quando 


— 9; então: 1) quandn m > La integra! (3) convergent, 2) se m < La integral 
Ly 


55555 tengo caça р 


Exemplo 3. Investigar а convergência da intra! de Eur Poisson 


[Л ° 


Aminta ta dens eris do pedo мур чө ópio a sunt é 


DNE EN 


portanto, а аара ( é convergente- 
Beagle 4. Tavesigar se é convergente a integral 


SUE: O ponto de бане da ocio wise 6 x 1. Aplicado 


i-e 0-90 + 


FTA q TTT 
nan, quando 2 temo 


Cono a integra 


< convergente, à integral dada (6) também converge. 


Calcular as seguintes integrais impróprias (ou determinar sua 
кзы. tegrais impróprias (c 


в. [e se (E su E 
sel tu 


vo CAPITULO v. errou perma 


каўды {з= mb 
mal mune sapien 
наана safra 

si бана зыў а 

186. Les 1566. fots 


ae Spira CU paz env 
1560, is dev cjue 
im. gt im je 


15748, Demonstrar que a integral de Euler, de la. espécie (fun- 
fio beta) 


BO, o) = jen captar 


é convergente, quando $ > 0 e 930. 


15759 Demonstrar que à integral de Euler, de 2a. espécie (fan- 
plo gama) 


Tp = a esa 
é convergente quando 0. 


$4. Troca de variável na integral definida 


Se Song fi) é conta no segmento a € = < È E 
cusa junio m з donada УАЙ, т septo = S 1 < Ë oade a = go) * 
ET e a tasca t] é dei e contia zo segmento a Т fo tnr 


ПРАКТ 


1576. Pode-se calcular а integral 


fr 


usando-se a substituição z — cost? 


Transformar as seguintes integrais definidas, usando-se as substi- 
tuiçõos indicadas 


вт furta еа 


157. | уйе, x= senht, 


2581, Para a integral 


(Aas б> 


indicar uma substituição linear inteira, 
i-a E 


m cujo resultado os limites de integração se tornem respectivamente 
iguaisa 0e1 


Utilizando as substituições indicadas, calcular as seguintes integra! 


2. 


2-а 


[2m 


17 тис DE VARIAS к merema ректора эз 


Valendo-se de substituições adequadas, calcular as integrais: 


Calcular as integrais 


mj "je 
io aras am ft 


1895, Demonstrar que se Д) € uma função par, 
(лиа ајла 
Se, so contrário, fi Jor uma função impar, айшә 
(mee 
1596. Demonstrar que га 
1 raa i 


1897. Demonstrar que 


85. Integração por partes 

Se as funções б é vla tim derivadas continuas no segmento (a, B) teremos 

ЕЕЕ a 

Calcular as seguintes integrals, empregando-se a fórmula de inte- 
gração por partes 


MARA 


1601, Í эге ax. 1602, e sen x dx. 


1603, (set dn. 1604. [ ecosórda (a >0) 


"o" 


606". Demonstrar que para a função gama (vero nº 1575) é 
válida a атша da redegi é fundo Gama Ó d 
TO+N =P) (0. 
Deduzir das que Tt + 1) = nl, se я é um número natural. 
1607. Demonstrar que para а integral 
H t 
pee 


é válida a fórmula de redução 


Achar a, se é um número natural. Usando a fórmula obtida 
oda Calcul a nega (vero nº 1570, empregando reiterada. 
mente à negras por Patos 

эф. 9) = [0 mas, 
onde p e ç são números inteiros positivos. 


e ion po varor mesio E 


1609*, Expressar por meio de B (função beta) a integral 


РЕ А 


se m e n são números inteiros não negativos. 


$6. Teorema do valor médio 
5 Apot ds быч Sa FO para ө beto, 


pene o 


seno 


— ara eet ма di, >, 


mipi ae e romae a 


T 


— o 


As аитам (2) © (3) podem ми outatituidas respectivamente por suas igual 
por 


onde é o E eo nicer que se somera eatre а e h. 
E) 


erm 


per 


asare iat 


Sedução. Como O < sest. 


2. Valor médio 


tenção. O número 


— — e < b 
Tel? uterina а ds teque ran sem cacas 
spem apum m atas 


1611. Esclarecer (sem calcular) qual dasseguintes integras é ma 


ара o fem 
versa a nnn 
dee jon 
Achar ов valores médios das seguintes funções nos segmentos in- 
p 
1612. f(x) 
заз уван 0151 
ik A cies 
КОРР 


1616, Demonstrar que a integral [ур „=; está compreendida 
у 
Apreciar as integras 


entre 2 20,67 е 750,70. Achar seu valor exato, 


1617. ITF Fan. ws (E 


lt o ra en [a 


E 


иь 


1622. Integrando рог partes, demonstrar que 


ашый Carrao pelk equação у = ЛЛ >. a 
tdo por esta бит po dea wa ши ровка z 


Exemplo 1. — а drea da gura mitade pes parábola y = Š, palas 
шылыш гышы, 
ega 

epe 
EE НОЗЕ as, 
NS Tu 
LIA LU A 
E CIE 


manito 
o de So Tie rp a ts dp de 
iatervação da curva dada com o eimo das ordenadas, 

o dado Es T Ei paga pd ra 
cts PATER ы muna а e 
ЕЕЕ 


Example 3. Caesar a área S da fara рала comprendida entre эз eurvar 
pom o 

а bem de equ (3), хдма ox 
ms de andes Op Dto con a Dru) tumor 
E \ СЕРЕГЕ (> 


37. Ansas De meme Pasas ie 


suena 
po ا‎ 
print m 
Susa ass Pd o pr 
SISTI eeiam 


Sepia. Considerando m а simetria é suite callar а dra de apenas uma 
чен pai s a pl, quatro Pedo. Fatada m equação fora cr € 


T. А dera em condenadas polares. Sox curva contis é dada em coordenadas 
pre a equação y adi a ira do seu AOR (49, дайа pelo neo 
pe doi e pars OA т OB, regir ми valas o ce 

o Sé eles pela in 


Eres A ada pa ecran tr da ema de Der 
Solução. Como X curva € simétrica. determinamos iniciales 
ves quantos 


a dica de um de 


rio. 


1623. Calcular a área da figura limitada pela parábola y = 4x — 
— + e pelo eixo das abscissas 

1624. Calcular a área da figura limitada pela curva y 

eixo OX c pela reta x = é. 

1829. Achar a área da figura limitada pela curva y 
— 1) (x — 2) e pelo eixo OX. 

1626. Achat a área da figura limitada pela curva y? 
reta y — 1 e pela vertical x = 8 

1627. Calcular a área da figura compreendida entre uma semionda 
da simusóide y = sen x € o eixo OX. 

1628. Calcular a área da figura compreendida entre a curva y 
= tg 5, 0 оО e a reta x = Z 


1629, Calcular a área da figura compreendida entre a hipérbole 
жу = må, as verticais z = ае z da (a > 0) e o eixo OX. 

1630. Achar a área da figura compreendida entre a curva de 
Agnesi у = — 2 е o eixo das abscissas. 

1631. Calcular a área da figura limitada pela curva y= 1º, a 
reta y=8 ео eixo OY. 

1632, Achar a área da figura limitada pelas parábolas yê = 24x 
йе. 

1633. Achar a área da figura limitada pela parábola у == 25 — xt 
e pela reta yo — x. 


pela 


аз Amas me motas runas ш 


1 Cas dad segments da pt y = не ta 
sU cdi rs d qar cineri ы cy pi 
Fey Am tii Cie 
в. Glo!» e dua pr en pcs 
rá, Curs À ea da Sur comprida entre curva de 
Agnesi у= lima » 
os, cadit à а da der ыша pas cas 
ает 
Vs ade t 'umaqs pas él 


= 1e a reta r= 2a, 
а -— 


1640", Achar a área limitada pelo astrólde 


EE 
1641, Achar a área da figura compreendida entre а catenária 
pne 
o eixo OY e a reta у= (e) 
1642. Achar a área da figura limitada pela curva atyt = ato? — 


-» 
1643. Calcular a área da figura compreendida dentro da curva 


Ep 
1564. Achar а área da figura compreendida entre а hipérbole 
quite a? yê = $, o no DX ео dlimato que passa pl ponto 
2 
15, Achar а área da figura compreendida entre а curva 


ym deo cino OX e a reta z= (z > l, 
Achar a área da figura limitada pela cissóide y? — 


e sua assíntota x = 2a (a > 0). 
16475, Achar a Area da figura compreendida entre o estrofóido 
e sua assíntota (a >0). 


T 
1648. Calcular a árca das duas partes em que a parábola 
Hn 2x divide o circulo xë + yë — 8. 


m 


we Castro v. necat vermos 


1649. Calcular a área da superficie compreendida entre a circun- 
fesência 52 y3 = 16 e a parábola at= Шу — 1) 
1650. Achar a área contida no interior do astróide 


asas! у=. 
1651. Achar а drea da superficie compreendida entre о чо OX 
e um arco da cieóide 
z= afl — sem, y= a(l — cost 
1652. Achar a área da figura limitada por um ramo da trocóide 
(Es Demi, 
» 
é à tangente da mesma em seus pontos inferiores. 
1653. Achar a área da figura limitada pela cardióide 
ж = аф cost — ens 20), 
у= a sent — senl, 


1654. Achar a área da figura limitada pelo lago da folha de 
Descartes 


[E 


a-beost 


Sein STE 
16552, Achar a área da figura limitada pela cardiéide 
«(I + cos 9). 


1656*. Achar a área compreendida entre a primeira e a segunda 
espira de espiral de Arquimedes r — ap (fig. 48), 


1657. Achar a área de uma das pétalas da curva 7 = 

1658. Achar а área limitada pela curva rèm a° sen 49. 

16599. Achar a área limitada pela curva 7 = a sen 3p. 

1660. Achar a área limitada pelo caracol de Pascal 
— cos. 


1661. Achar a área limitada pela parábola r= ase с as 


semiretas ¢ = E e pet 
1062, Achar a área da figura limitada pela elipse 
f eec 
trem @%*<) 
1663, Achar a área da figura limitada pela curva r= 2 cos 3p 
que está fora do círculo y = a. 
1664º, Achar а drea limitada pela curva st + уб = sj 


$8. Comprimento do arco da curva 


ena. 
Exemplo 1. Achar o comprimento do sure (e 49) 
Solução, Derivando а equação do ate, ence: 


ГУЯ 


по. ө ною 


Portanto, para о comprimento do areo de am quarto do аний, teremos 


y, cação e a dg lt pb Ses 
base mes ا کی‎ mt 


ema, 


Trama = ai m Late 


Oo imitas de integração 4 = 0 e ñ, 2e corresponder а pontos extremos do arco 


p" 


Ir recti A 


n 
[rr 


extremos de areo (e < B. 


nde « e B sto os valores do Anglo palar nom post 
Exemplo 3. Achar o comprimento total da curvae = ажай $ (ig. 31), Toda 


< curva é deita pelo ponto (r. p) so variar q desd O até эк. 


er 
Biiotega Centros 


Solução. Temos r^ = a senî fe H por isso o comprimento de toda a curva 
ET set ерун Et E S 


- 


1665. Calcular o comprimento do arco da parábola semicúbica 
® = a? desde a origem das coordenadas até o ponto, cujas coorde- 
nadas são х= 9 = 

1666*. Achar o comprimento do arco da catenária y 
desde o vértice A(O; а) até o ponto ВО: B). 


1667, Calcular o comprimento do arco da parábola y=2/7 
desde x m O até x = 1 z 

1668. Achar o comprimento do arco da curva y 
endido entre os pontos (0; 1) € (1; e) 

1669. Achar o comprimento do arco da curva y= In x desde 
x = 3 até z = JR 

1670. Achar, o comprimento do arco y= arcsen (67) desde 
х= шаш 


1671. Calcular o comprimento do arco da curva x= Jn see y, 
compreendido entre y 0 e y= E 


E 


. compre. 


1672, Achar o comprimento do arco da curva 


hin y desde y = 1 até y 
1673. Achar o comprimento do arco do ramo direito da tractiz 


<<. 


1674. Achar o comprimento da parte fechada da curva 
90 фа — Sa) 


1675. Achar o comprimento do arco da curva y = Infetgh 2) 
desde x = a até х5 0 < a< b. 
1676º, Achar o comprimento do arco da evolvente do círculo 
Mim) gude too dói 
y = ajent = cosi) 


1677. Achar o comprimento da evoluta da elipse 


sm Pots y st a, оа) 


а Captruto v. personat овара 


1678. Achar о comprimento da curva 
x= аф cost — cos 20), 
y = al sent — sen 24 
1679. Achar o comprimento da primeira es 
quimedes p= ap. Р 
1680. Achar o comprimento total da cardióide r = a(1 + cos q) 
1681. Achar o comprimento do arco da parábola y = a sec? £ 


da espiral de Ar- 


cortada da mesma por uma reta vertical que passa pelo polo. 
1682. Achar o Comprimento do arco da espiral” hiperbólica rg = 
=1 desde o ponto (2; $) até o ponto ($; 2). 


1683, Achas о comprimento do areo da espiral logarítmica r = 
= acre (m > 0), que se encontra dentro do circulo Y — a 


8. Achar o comprimento do aco da curva pc dri 
me 


abr 


$9. Volumes dos corpos sólidos 

Flame de am сере deste, О, чымы да сири fados pels 
ODE a veria ma т em eno dos aa OX e ОУ, Мо ыр», 
—— 1 


Exemplo 1, Calcular s voces dot coros formado pola toto da gua Ui 
pd e, a de Ja e de 
ER E tamo q do saa OR * Q do mine OV 

“ção, 


LE 


эсир ешн + mo 


Se, um coro formado pela revelo em tomo do cio OY de wm trs 
giis nido Peta cua = Jie pl таа a a = 0 (a Š e 
Como diano do vols det copo se Tuma ola de ama parts də “cerne 

coa + ent dorada o viro OY. Nola cuo o comer di vole VE: 


menit t rei 


O volume do copo formado pel cotação em torso do aso OY da figura link 
tada po tua o o sn UY + wi quas partidas y mte y 2 Ë < 4), € 
telo pa Tem? 


Jem 


de o da "i а orco mie (um lone puma, om csecatas 
TRES DIE ы ыш at Mrd de 
ANO c, a ari o volumes do copos formados pela rotação de uma gura 
sede pas uit у Cel t a o] tendo Jl fa) ¢ pales el 
FRIES Su a ir ordenadas ON é OV, cei respectivamente 


nenne 


ius irr dise e ai iut a aed 
amm г 


ENS a O em omo do iso OX ше 32) 
ção Tomos 


m 


festa tia integral é resolvia fasendo se а substiaição z = a sem 0. 
"Oe das caro, tid ao eom sor tado porum aro de curva 
ЕСЕТ pol d cat 


eie 


Esta mesma (етш pode set aida quando e pena o votre doe corpo, 

копда es tação em tro d ed par de eur nudes por qiue tea 

Veris, dada em cosrdenadas polares: 

Wa e 2p 
Seção 


rob sines, 

ndo э, 0 s o ais das segs extras deste corpo (6 < 80. 
Беара 4 Determinar o volume de шта corba, cruda de um Со cea 
li quê, usando plo Alesis a De i озде e vao x H 
ma um E О ra Qa be é mala 5 

lxi. Tomames como eixo ОХ o ditat da bao. pela qual рына o plano 
de ШЕ mo amo OV o diametro de base perpeti so RENE 4 athe 
as emana da bao ser иу Ж 


nes LE 


A eva da seção ABC, que se encontra à distâncias da oigo ds coordenadas 
o le 


Spy алав = Lans goo yy ea Par 


Portanto, o volume procurado da cua é 


А 
ibe- 
1685. Achar o volume do corpo formado pels rotação em tormo 
de бо 0X, da superficie limitada peio eixo ON е a parábola y = 
Eee Ts 
OAL Achar O vm do epa, fama pala cotação d elipse 
+Ë — 1, em o do eixo OX. 


[e hor 


RES PAL, EPA Dj G 
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1687. Achar o volume do corpo, formado ao girar em torno do 
eixo ОХ, a superficie limitada pela catenária y = a cosh 5, o eixo ОХ 


mo" 

1683. Achar 6 volume do corpo, formado ao girar em torno do 
oiço a garva y sent o ted qe s = falles 

1689: Achar o volume do corpo formado pea rotação da cu 
cie limitada pala parábola semiibica у= y o eid OX e drca 
Y am qoo do ex O е 

1660, Achar o volume do corpo, formado ao girar a mesma super- 
fice do problema 1689, cm torno do eo OY: 

1691, Achar os volumes dos corpos, formados pei rotação da 
superficie limitada pelas linhas y = Z x = 0 € ут 0, еш tomas. 
Усага 

1632. Achar o volume do corpo formado pela rotação em tarno do 
eixo da part da parábola Y= dax, que  istereepta a reta x 

1693: Achar o vane d corpo formado pela rotação em torno da 
rein a. da parte da parla 33 = tes que ve erepta pola 

164. Achar о volume do corpo formado pela rotação em torto da 
reta у = — f, da figura limitada pela parábola = 295 e pela veta 


1695. Achar o volume do corpo formado pela rotação em torno do 
«вө OX, da opere comprecidir entre as pandas yate 


1696. Achar o volume do corpo formado pela rotação em torno 
do eixo OX, do lago da curva (x — 44) y* = as(x — 30) (a > 0). 

1697, Achar o volume do corpo que зе forma ao girar a cisi 
= em torno de sua assíntota x = 2a. 


A рг o volume do pbi de reli, e ori de 
se Gi ara M 

x Um раш rdi rt de base ipla 2a e de altura 
Arm eadcm o de da fl dr eat 
Mr s iis de Ti 

ito rsen qo ve do corpo de eat, 
seo do rr pio ema? do co de rã, 
SOR, ылдар phat s É gud o tate ao 
Xm 

Fl Aa: tome ак anos tomadas rà ыны de 
BI er y eru pao da E 
Ey dpt Era E 
эй КЫ Шы Pe PE 

Vos ae ane doctr Eo p ração dose 

то тан doe tdo 


1703. Achar o volume do corpo formado pea rotação da cardióiie 
A e] ca tano de io par 
a eder апе do соро Formado pela rotação da curva 

‚але em iuo de cr ро. 

VS Rim э vame de Hii, cujas bases paralelas são re- 
зай de ados А,В e a.d sendo а altura igal a A, 

s de lados o oane epte reto coja base É uma eise 
de D Ant e p ero dira é gal s 

[3a MI e id as — aa, paralelas 
Nr urso ads Чо js 
зо ао or des сапы € os planes ei que ve encontra são per 
Senlicularcs ao plano XOY. Achar o volume do corpo que formam 
Ке 

ode ade o ddornáya se desloca de tal forma que um dos 
pon ca decas are ç Sra O, ө centro de 
Cree a dips E + É = 1, enquanto que o plano do cil é per 


pesada sÀ da OY. Acha o volume do аку formado or st 
[eo 
TO. O piano de um їнїм mel permanece perpendicular 
ao MO, e de um rti de io a, А bue do Mago é a 
ao die fuor cruci que эга vite rae por dia reta 
Ga det iet T que s encontra ша distinta Ado piano 
Paradela o fers iori do comi Chamado tod formada palo 
de cedo. Asc ilg деше йа Seo da dime adio. 
mE dete tantu sado pelos eld 24 Н = 
B= ze as = 
NL, Achar o volume do segmento do рану eco É + 


+ Š <+ interceptado pl plane «= a 
Зз, Achar o volume de corpo limitado peo hipetolóide de 
om tia eoim lee pina rc pere 
13. Ataro voleme do dipole 4 E 4 E A 


$10. Área da superfície de revolução 


A иеа de uma superficie amada pela tação em toro do eixo OX do areo de 
ue a ah ant oa pon eaa E Er pl 


sje - ores m 


ш, é « diferença do aso d curva). 


sia. AREA DA SUPERFÍCIE De mevocução m 


Quando а equação da curva é daa de curs ста. а ев da spero Sr é 
cita da Sra (ll. назална e tas correspondentes de чаа 

Exemplo 1. Achar в rea de supera formada ра regia ci tc do eixo 
OX do ao da cura 9 E 


Solução. Para а parto super da cera, quando 0 < € 3, temos: у= 
$ O — AVE Data difereneial do aroo de = EEE е Partindo d emia (1), а 
As 6 supere ser 


Exempla 2, Achar a мо da super formada o girar umn aroo da ió x = 
rai en Hy ral AE 


a See rere é formada pl eti do asco 04 em toroo da 
Оа conta que ocho de rotação 4B ена deslocado em recto a0 мй) daa coordenadas 
бүз шы шшс no, emt 


mad 


m «ипле. ORAL nae. 


Passando à vaiáve obtener: 


>| ums T2 


1714. Na fig, 36 são dadas as dimensões de um espelho parabólico 
40B. Achar a Area da superfície deste espelho: 

1715. Achar a Área da supere do “fuso” que forma ao girar 
эта semionda da sipssdids = sen x em torao 19 cio OX. 

1716. Achar a drea di superfície formada 
pela rotação da parte da tangentóide y= tg x, Yi 
compreendida entre x = 0 € É» em tomo do 
eixo OX. 

717. Achar a área da superficie, formada pela 
rotação em torno do eixo OX, do arco da curva 
= es compreendido entre z — 0 e x = + < 

1718. Achar a área da superficie (denominada 
смена) formada pela rotação da catenária 
— cosh £ em torno do ерю OX, entre os limites 


4 


M 

IS, УЫ dra da ирий de relação 
do ão RS — 22 em to do 
Ea 

TERM Achar a dren da superticie de revolução 
decora x= io Haye torno docina OA, 
compreendida tre y 1 e уша. 

ee Aa йз da tia do tro formado pela rocio 

do circulo 2º + (y — b)? = af em torno do eixo OX (b > a). 

TE ar É et Da sap oda 20 giat a epe 
+ = 1 em torno: 1) do eixo OX; 2) do eixo OY (a >). 


H 
Le 


ed 
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1723. Achar а área da superficie formada ao girar um dos arcos 
da сюйе x = ай = sen 1) y mall — cosi), OSEE 2e em tomo: 
a) do eixo OX; B) do chro OY ; c) da tangente da exigido em seu 
Ponto superior 
1724, Achar a área da superficie formada pela rotação, em tor- 
no do eixo OX, da cardiide 
am аф cos — ош), 
aQ sent — sen 2. 
1725. Achar a área da superficie formada ao girar а lemniseata 
ra cs р em torno do tio 
1726, Achar a área da sopefíci formada pela cotação da cardiói- 
de ror iai cosg) em toro do eo palar 1000 


$11. Momentos. Centro de gravidade. Teoremas de Guldin 


15. Momento etit. Chamas momento etico de um ponto material 4 
de пада жо do a e oca d do io É, en nação а ив cmo six 1 
ate momento tts de um cena de а pontos mafra, de muss 

"ra, Жад то mesmo plana que o zo Lem io so qual sia tomador 
UI panos pele dis o de rd, mt 


м Уна. o 


do quedas dica ds pontos que ж encontram de lado do eixo £ 


EA o O OOT 


sac na a 


të VETTE é а atrai! do aro); 
5 AREE geom peo оно OX o por 


ne Bere eme E 


Expo L. Achar ок momentos estáticos өш reação aos dos OX é OY de 
tiago limitado pelas retas: Ep Z = 1,250, y= 0 i 57, 


dt to (E) tt ЕЕ 
ao apos 
mh Sum 


Inch Chao momento de nei em relação so eino | de 
da mad T decis Рао н А 


Denise momente de inca sc se өө, deu tum de pm 


(depo w dines дн» ou pontot so bo L Qdo a mama é 


ar da demo onde 
o 2 eae o momento dic e ма E de a bo atra 1 
T Ed "liu bts do unpu como eixo OX e sss айша como ean 
ov О. 


meos 


Discos Angulo em fis horizonte inte essa 45, 
gampa e ar A tuc dm iet à iam 


ama y 
iy cyan E tos) 


nip nem 


Biblioteca Central 


e rd. minados d o de ra um 

pl pr dc rtm 
ande, ,او‎ 

nt + o mm ci ma, Qd e Ga 

TIU нун QUIT 

plana y = Да) (a < x < B. que une os pontos da: fil) e BI: JO). temos 


Je Yama Ja pev 


n fura 


куы, 


As cotedenadas do centro de gravidade (2. J) do trapézio curvilineo а < z < b. 
O < 7 É) por ser calcio pls tó 


A rn ts am frena 


FS Rr d apo t ph a do aro de uma ыга 
m lona o mio, ue à curva, mas rio iur 


1727. Achar os momentos estáticos em relação aos eixos das 
coordenadas, do segmento da linha reta 


4£=1, 


“compreendido entre estes cixos de coordenadas. 

1728. Achar os momentos estáticos do retângulo de lados a e 
b, em relação a estes mesmos lados. 

1729. Achar os momentos estáticos em relação aos eixos OX е 
OY c as coordenadas do centro de gravidade do triângulo limitado 
pelas retas: x + у= a, x = 0 y == 0. 

1730. Achar д momentos estáticos em relação aos eixos OX e 
OY e as coordenadas do centro de gravidade do arco do astrólde 
ar yea 

situado no primeiro quadrante. 
1731. Achar o momento estático da circunferência, 


r= 2a seng 


em relação ao eixo polar. 
17307 Achar as coordenadas do centro de gravidade do arco da 
catenária 


y= acosh. 


compreendido entre x= — a e x= 
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1733. Achar o centro de gravidade do arco da circunferencia, 
de таю a, que subiende o Angulo 2 

Yr. Achar эв coordenadas do centro de gravidade do primeiro 

эко da cielóide 
x= all — sm; y= afl esp. 
01629) 

1755, Achar as coordenadas do centro de gravidade da fi 
limitada pela elipse 22 + 2º — 1 e pelos eixos das coordenadas ОХ 
«OY (120, y20) 

1736. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura 
limitada pelas curvas 


1237. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura 
limitada pelo primeiro arco da ciclóide 


x= a — seno, 


(1 — cost) 


eo eixo OX. 

1738%€, Achar o centro de gravidade do hemistério de raio a, 
com centro na origem das coordenadas, situado sobre o plano XOY. 

1739**. Achar o centro de gravidade de um cone circular reto, 
homogéneo, s= o raio da base é e a altora é À 

1740**. Achar о centro de gravidade da metade de um globo ho- 
megêneo de raio a, com centro na origem das coordenadas, situado 
Sobre o plano ХОУ. 

1741. Achar o momento de inércia de uma circunferência de raio 
a em relação 20 seu próprio diâmetro 

1742. Achar o momento de inércia de um retângulo de lados a 
e b em relação a estes lados 

1743. Achar o momento de inércia de um segmento parabólico 
teto em relação ao seu eixo de simetria, se à base é 25 е à altura é b 


174. Achar o momento de inércia da superficie da clips + 


= 1 em relação a seus eixos principais. 


1746599. Achar o momento polar de inércia de um anel circular 
de raios R, e R, (R, < Ry, ista é, о momento de inércia em relação 
ão eixo que passa pelo centro do anel e 6 perpendicular 20 plano do 

1746**. Achar o momento de inércia de um cone circular reto, 
homogêneo, em relação a seu eixo, se o rho da base é R ea 
altura é Ñ. 

THT**. Achar o momento de inércia de em globo homogéneo de 
raio a e massa M, em relação ao seu diâmetro. 


1748, Achar a área € o volume de um toro obtido pela rotação 
de ша circulo de raio a em torno de um eixo situado no mesmo plano 
que о circulo e que se encontra a uma distancia à (> a) do centro 
E^ 

149, a) Determinar a posição do centro de gravidade do arco 
do astride 399 + уй® abs, situado no primeiro quadrante 

V) Achar o centro de gravidade da figura limitada pelas curvas 
ripe = фу 

17гө: a) ЖЫ o centro de gravidade do semicireulo, aplicando 
o teorema de Goldin 

T) Demonstrar, aplicando o teorema de Guldin, que o centro de 
gravidade do trigido dista de sua base em um terço da altura 


812. Aplicação das integrais definidas 
na resolução de problemas da Física 
T°, Trajetória percorrida por um ponto. Se um ponto se move sbre uma curva 
o a райда abus de soa vocidade v = fi) € uma foo comba do tempo 
1S paço pecado por este ponto em um Intervalo de teo Т) eid igual 2 
ima 
Exemplo 1. А velocidade de um ponto é igwal a 
IDE 
Achar о enpago s percorrido pelo ponto, durante um intervalo de tempo T = 10,5, 
ao de oo des movimento, A que wa шон a vencia mé 
Solução, Tener 


epe o 


2°, Talla de ume fra. Se uma fre veriivel X — pir) atua va direçao do 
чо OX tas би: Joa no этет (n sj ta 


кинни 2. Qui trabalho rec empregar para etat oma mola em 6 cm, 
eal de Û Rf e em T em? 

Sot. Do soc om а kei de Hone, a fra X ЫН que estra em x ma mola 
РЫТМ ерла 


E ET MS 
hc Wis dC gz 


ef" constem. 


T, Energia cita Deerin-e esia indica de um posto material de masa 
me vo $ € pecado 


Er 


A awayka cuca de um Esta de w pontos materias, de mass mm ту. 
com cias repetia ч 


o 


ara cal a energia inca d um copo d preciso dividilo consente mente 
rds eva css der pets e pecado YN, е аг a з а 
do à ee ca as es e pano la cm ри de am 


"ga: Come a elementar dm toma se а mas do um cilindro oto, de la 
À, rã ter 7 ° реши dus panda de (a Sean. 


popu 


x 


maen, 


zas 


Trete do Venlo Pars assar a força de prato do liquido, empregase 
lea Pac peia qual peso que cac ddr wive wna res Š IMMO 
à ma dde é ma a 


Peys, 
mie Y a pes espeto do liquido. 


men 


Solução. Dividimos a superficie do sacia em elementos — iva paralelas 
Agere da água. À dea de um dere amenos (e эши = Tais 
BE supe) tada dencia a de saperia da quie DR 
as ad = ARA 
A pressão que suport este elemento € 
СЕТЕР 
ndo é pes opc da gus, gol nidad, 
Portanto a preso tai er 


Pr ر س‎ 
1751. A velocidade de um corpo lançado рага cima-verticalmente 
com uma velocidade inicial y, não se considerando a resistência do 
ar, é expressa pela fórmula. 
pm e 
onde £ é o tempo transcorrido е g, а aceleração da gravidade, A que 


iind da родо iil se encontrar Gt соо depois deis 
de ter sido lançado? E 


1752, A velocidade de um corpo lançado verticalmente para cina 
com oa Sc de ا‎ 
EP PE iade 
ON 
ende бо tempo transcorrião: g, a aceleração dà gravidade e c é uma 
Caio beco Sa, 
Эй. Um pondo ciae OX vita анан em toro da 


origem das coordenadas com uma velocidade que é dada pela fór- 
mula 


оза, 
onde £ é o tempo € m £ w são constantes. 

“Achar a ld de vibração do ponto, se para 1 — 0 a abscissa era 
ж = 0, À que será igual 0 valor médio da grandeza absoluta da velo- 
cidade do ponto, durante o periodo de oscilação? 

1754. À velocidade do movimento do ponto é v — (али mjs. 
Achar o trajeto percorrido pelo ponto desde que começou a mover-se ^ 
até que pare por completo. 

1355, Um foguete elev 
constante a força de tração, 


verticalmente. Supondo que sendo 
aceleração de foguetê aumenta em vir 
коде da dimieuigo de seu peso segundo a lei = A (a — W> 0); 
achar a velocidade do foguete em qualquer instante 4, se sua 
“Velocidade inicial € igual a sero. Achar também a altura que alcança 
o foguete no instante 1— fr 

19569, Calcula o trabalho necessário para retirar а água que se 
encontra em sma cuba ойнаса vertical que tem um sao de base 
Re uma altara И 

757. Calcular o trabalho necessário para retirar а água que se 
encontra em uma cuba conica, com o vértice para baixo, sendo o 
saio da base Ке uma altura B 

1789. Calcular o trabalho necessário para retirar a água de uma 
caldeira semisetéica que tem wm rio Ж — 10 m. 

1759. Calcular o trabalho necessário para retira, pelo orificio 
superior, o бсо contido em uma cisterna de omms clínica com o 
хо horizontal, se o peso especifico do óleo é Y, © comprimento da 
Cisterna H е o raio di base A. 

1760*%, Que trabalho é necessário realizar para levantar um cor- 
po de masa n de arenis de Term cuo slo € a шш aliua 
} А que sed igual este trabalho se ë necessário levat este copo a0 
pond 

126155. Duas cargas elétricas to 100 CGSE e e = 200 COSE 
se encontram mo eixo, OX, respectivamente” nos pontos xy 
5, 1 em. Que trabalho sé realizará se a ergunda carga fo taslar 
да ao ponto x 10 em? 


1762, Um cilindro com um émbolo móvel, de diâmetro D = 
—20 cm e comprimento £ — 80 cm, está cheio de vapor à uma pressão 
P= 10 kem. Que trabalho é necessário realizar para diminuir 
o volume do vapor em duas vezes, se a temperatura é constante 
processo isotérmiea)? 

12635". Detaminar o trabalho realizado па expansão adiabática 
doar, até ocupar um volume V, = 10m, se o volume inicial é Y, — 
Z mê е à pressão py = кје. 

1764, Um eixo vertical de peso Р e raio а se apoia num peles- 
tal AB (бе. 62). À frieção entre uma parte pequena а da base do 
eixo € a superficie de apoio que está 
contacto com ela é igual а Р — ире, onde r 
P ê constante c é à pressão do elo sobre 
2 superficie de apoio, levada à unidade de 
Superficie do mesmo e y. é o coeficiente de 
fricção. Achar o trabalho da força de fric- 
ção em uma volta do eixo. 

176889. Calcular a energia cinética de 
“um disco de massa M e raio R que gira 
cm torno de um eixo, que passa pelo seu 
centro e é perpendicular зо plano do 
disco, com uma velocidade angular o. 

1766. Calcular а energia cinética de 
um cone circular reto, de massa M, que 
gira em torno de seu eixo com uma velocidade angular w. O raio da 
Base do cone é R, a altura H. 

1767.º Que trabalho é necessário realizar para deter uma bola 
de ferro de raio К = 2 m que gira, em torno de seu diâmetro, com 
ma velocidade angular ш = 1000 rpm? (O peso específico do ferro 
Py 278 giem?) 

1768: Um triângulo vertical de base b e altura A está submerso 
em água, com um vértice para baixo, de forma que sua base coinci 
com à superficie da água. Achar à pressão que exerce а água sobre 
a base. 

1769. Uma barragem vertical tem a forma de um trapézio. Cal- 
cular a pressão total da água sobre esta barragem, sabendo-se que 
Sua base superior é igual a a = 70 m, a inferior $ = 30 m e a altura 
1-220 m. 

1770. Achar a pressão que exerce um líquido, cujo peso especifico 
£ y sobre uma clips vertical de eixos 2a е 2%, cujo centro està submerso. 
numa profundidade A. O eixo maior 24 da elipse é paralelo à super. 
ficie do liquido (A>) 

1771. Achar à pressão que exerce à água sobre um cone cilindrico 
vertical com raio de base e altura H, submerso com o vértice para. 
Vaio, de forma que a base se encontre ao nivel da água 


ооа 
iz artcação pas meza В RII CA СЕТ? spy 


Problemas diversos 


1772. Achar a massa de uma barra de comprimento | = 100 cm, 
se a densidade linear da mesma à distância x та em relação a um dos 
extremos é igual à 


з-он) 

1773. Segundo dados empíricos a capacidad calorifica especifica 
da água à Temperatura PC c1 < 100] é ipud à 

2509983 — 5184-1054 + 6,912 + 107 P, 

Que quantidade de calor se necessita para aquecer 1 g de água desde 
арно 5 

TA O vento exerce uma pressão uniforme Pele sobre uma 
port бы largura d + om ç d alu ст. Acs o momento da 
e coi que pressiona o vento ao fazer girar а porta em suas pre 

3775. Que fora de atração exerce uma barra materi de compri- 
mento Ге massa М sobre im ponto material de massa т, situado ma 
"spa ta que a barra a uma distância a de um de ses extremos? 

776º», Quando a corrente de líquido que passa por um tubo de 
seção circular де rao a € Jamirar cisci a velocidade 1, em um 
panto que se encontra à distância do elo do tubo, se expres pela 
[ona 


onde p £ a diferença de pressão do líquido nos extremos do tubo, x 
Eo coiciente de viscosidade е, о comprimento do tubo. Determinar 
o gasto Q de liquido, isto é, à quantidade do mesmo que passa pda 
Sofie transversal do tubo na unidade de tempo 

1777": As mesmas condições do problema anterior (1776), mas 
para um tubo de seção retangular, em que а base a é grande o 
Fomparação com a altura 2. Neste caso, a velocidade da corren 
Vnd ponto M, y) é determinada pela fórmula 


=P 6-99 


Determinar o gasto 0 de liquido 

177°. Ao estudar de propriedades dinámicas dos automóveis se 
recorre frequentemente à construção de diagramas especiais: sobre 
“eixo das dbscisas se tomam as velocidades € sobre o das ordena- 
das, as grandezas inversas às correspondentes acelerações & Demons- 
rar que a drea S, limitada pela curva deste gráfico, pelas duas orde- 
тайа» = т, ce > эе о eixo das abacisas é numericamente igual a0 
аро que ie necesita para aumentar a velocidade do automóvel 
desde э, а ss (empo de “embalada"]? 


m СОСТ 


1779. Uma viga horizontal de comprimento 1 está em equilibrio 
sob a ação de uma carga uniformemente distibulda ao longo dela e 
dirigida verticalmente para baixo, € das reações de seus apoios À 
e B(A = B = $), dirigidas verticalmente para cima. Achar o mo- 


mento de (esia M, та seção transversal x isto é, o momento, em rez 
ação ao ponto P dé abscissa x, de todas as forças que atuam na parto 
Ра wes = E 

1780, Uma viga horizontal de comprimento 1 está em equilibrio 
Sob а agio das reações de seus apoios À e B e de uma carga dividida 
ão iongo da mesma com uma intensidade q = As, onde x а distin. 
Cia até o apoio esquerdo c À um coeficiente constante, Achar o mo- 
ento de lesão M, та seção x- 

Oberst. Dise o sone de imende de diia d» cago à coa 
Eee OO de 


1781". Achar a quantidade de calor que desprende uma corrente 
alternada sinusoic © 
лиа) 


durante o periodo T em um condutor de resistência R. Aqui Za € 
à amplitude da corrente; Y, 0 tempo: p, à fasc. T 


Capitulo VI 
FUNÇÕES DE DIVERSAS 
VARIÁVEIS 


$1. Noções fundamentais 


T. Nego de função de diversas mimik ийри das fançães. Uia pxa- 
шо de уйе Seta V УГ de santo dado, антти um Tabr des é 
poor E 
dor A dependencia fcm dot repeti 


Jis geo z= Fin pe 


Ao funções де tris өп mais argumentos se detinem de maneira análoga. 
a rfe V Баг s lune Y d Ge e ação ra кешин + do 


Salute, Da germen sabem que o volume do cone é 


erro or ср үт PE 
METRUM 
ses Red саш 


Exemplo 2, мдш jp, 2 01, 


лы 


7 Castro wi. POS ve VERS variaveis 


mes mo 
2 Congo de сайа da fenis Poc campo de cti de determinação, 


m OP que 


nee LI 


E dá ma anão a to seus Ead 
утаре S. Construir a nho de iet da tação c йу. ^ 


Sete cação das ade ema na y = Cou y = ©, Fade 
€= 0, š L. + 2, — toos à a de aloa de vel б. 6) 
1782. Expressar о volume Y de uma pirmide quadrangular regu- 
Jar a noção de sua altra £ e de ша aresta ted y Н 
pesar а dera 5 da superficie lateral de um tronco de 
Tegular em função dos ludos sc y das bases, c 


[E 
Деу = xy + T 
178, jer fis fon cn 


1786. Achar os valores que toma a função. 
Де) 1+9=0 


as CAPITULO vi FUNGOLS pe DIVERSAS чалу. 


nos pontos da parábola y = a" e construir o gráfico da função 
Fi) = fis, 59 
1787, Achar o valor da função 
a 


EI 


mos pontes da circunferência 2º + y ЕА 
1788", Determinar fis), se 


fi) EE eso. 
pr 


Дх+ y. z — 3) = zy + y. 
ЭЛИЯ — 0. Determinar as funções f e sse 


1790". Seja. 
2c quando y 


uen Soja z =]. Determinar as fte feno 
+a VIT quando x= Ë 
NL 


a) = YET ГЕЧЕ 
same +N D £= x H araos y, 
СҮГ; ran Z; 
A 
y = TTF BF FTF) (а>: 


m (+o): 


1793. Achar os campos de existência das seguintes funções de 
três argumentos: 

э) = YEHEY 0 мела (куд: 

€) w — arsen z + aresen y + arcsen a; 

нуга уса, 


1794. Construir as linhas de nível das funções dadas e verificar 
o caráter das superficies representadas por estas funções: 


drei ry Bisat; зеи 
Di am Do 
das neun da 


1795. Achar as linhas de nivel das seguintes funções: 
a) =n +o); EA 
di-fo-a) (Y 

1796, Achar as superficies de nível das funções de três variáveis 

(decre id ás 


m 


$2. Continuidade 


1P. Lime de uma função. O айе 4 rede ө soma de mit da fone z — 
леу quado 5 ponta РТС) tede an panto Pl, D = Tes 
te > Ol que РЦ 


CERN 


аль з = A. 
Y, сюнашбы з postos de deseando. А fado + — fl. 3) тое a 
Кут 
каль y) — fia, 8) 


A e on oio pi ro a 
as 
co cuc eM a ызы 
sos o 
ES 

nã tpe n 


erc e, ad veses, ligera romae ma com 


199 Giro v suncane DE DIVERSAS vanis 


1797", Achar os limites das funções: 


asim бё + уй а 1: yimiz; oda t 
y "m 
АШЫ эш oed 


1798, Verificar se a função é c 


Үт zy, quando 2º + y!&1, 
fea 777^ эше atas, 


1799. Achar os pontos de descontinuidade das seguintes funções: 


ai mas 


pcr 


1800*, Demonstrar que a função 


—— 
-| ze» EY 


0, quando x 


é continua em relação a cada uma das variáveis x e y em separado, 
porém não é contínua no ponto (0, 0) em relação ao conjunto destas 
Variáveis. 


$3. Derivadas parciais 
„ч de dein aco Se 4 = fis y). туте. yor exe, y 
аы ДЕА ہے او عالت او‎ 
x" E 
que rta o nome — ds função a P 
a de Un ж degna ainda aa dla tem таңды vai у 
Т тшше qu para ea derivadas parciais pode uia Ө eir ndo 
таша de aded 
remo 1. Achar as derivadas paris da Sanção 


fin p 


camião 


5ч. Considerado y grandem constant, teremos 


Por analogia, considerando x como constato tres 


Hempo 2 Achar эл decida pura ds função de ot argumentos 
A 


sa s 
за 
Pee 
Ren 


> Teorema de Euler função Ли. y) se chama função дотри de grau ж 
ae pa que eo ra de eds А ышык NO Domo de e 
dise M) = эч, э. 

Uma foco ración inteira werk Мороа s tos os termos da mera sto do 

Тыа oqa foo опорна de gron x sempre se veria guiado (roma 
PE 
эд э) + эв. m wi a 
Achar as derivadas parciais das funções: 
کر کو کے‎ — мау. 


1808. z= 3”. 1809. 2 = e. 
1810. z = arcsen ви. e tit 
182. u= (хуб 1813, u = m. 


тем. Achar fi; 1) e fi 1h se Де э = rez 
1815. Achar (1; 2; O), J(1: 2; 0), Jet; 2; O), se 
7 э», A= mi + 9. 


Comprovar o teorema de Euler sobre os funções homogéneas 
(Nos. 1816 1819). 


1816. f(x, y) = As? + 2Bay 1817, 


1809. fs, y) = Int. 


1821. Calcular] O À |, se arcos e y= rep 


- 1822. Demonstrar que x Ly = 2, se 


= n + эу + yh. 


1823. Demonstrar que x 2 + ^ atas 


aypa. 


FAM 
1824. Demonstrar que 2494 Ê 0, se 
x motata 
ЕЕЕ 
emonatrar que Зе S a 
1885. Di que S++ 
a+ 
1826. Achar + = s(x, y), зе 


ay ry 
1827. Achar z = a(x, y), sabendo que 
m 


1828. Pelo ponto M(; 2; 6) da superficie z= 212+ y pas. 
saram planos paralelos 208 planos de coordenadas XOZ e YOZ, Deter- 
rainar que ângulos formam com os eixos das coordenadas as tangentes 
às seções, assim obtidas, em seu ponto comum М. 

1829, A área de um trapézio de bases а, b e de altura à é igual 


a S= l+ bk Achar ує› 59, Te, utilizando o desenho, escla- 
recer seu sentido geométrico, 


жа, y) = sen y, quando x = 1 


LÁ ws 


1830. Demonstrar que а função 

ля T 
tom derivadas parcials (s, y) e fls, y) no ponto (0: 0), apesar 
der decentius ген р ui СОНЕЧНА Ее 
anão nas proximidades de porto G O. 


se #0, 


$4. Diferencial total da função 

Va Ati кшк ma Ego, Chase cio шш da ani t f) 
dem Afis. 3) = fle + Ax, y + Ау = ian D) 

ГОО] 


de na fanção é Де Ут ponta (z) ure penca de sete йш di. 
atuo de 0'e 9“ шыг em cão а sra des sputo Rr 8 Ay 


A denas ext o accio toa ө а diferencia total de unção d um inui 
aic de ordem spas YAR? Aj 


Pos analogia, а cena total de ua função de tee argumentos lx у, 9 € 
aid pela emula 
жасу. Ж 
wo Rar Pape ш. 
aot ta 
ватре 1, Adae para а ferio 
ЕО 
о arco иш e à coca total 
Soie. e dm, уз Ай = + As + (od Ал у + АЎ o (Hep 
DE 
مھ ج مھ رج وھ + امھ ج عد‎ Ay = Ip Ay = وھ‎ m 
perd ج مھ‎ ie) АЯ + (Aw + Ae Ау — Ау. 
Assim, a cose df= Dz +. y) Ах + (r — 2y) Ay ба diferenciat total, qnto 
que ИГҮ Rx AY Ayr + sn ateo d oom paro em comparação 
Como intoiádio p= VASTE A 
Exemplo 2. Achar а dore total da fono, 
FTF. 


[27 


poque ө = ҮБҮ Ay, para а fons dierecive s firj) no ponto [ni 
Id alado кошш hr de it é 
aas, È 
armas + Pay 
ay 
oo EEE 1 Alta da за син £ H = 30 em. o raio de un buse Д = 10 om, 
stgo. O volame do cong éV — -È c, Sinos а variação do volume 
эзше» peia, diferencial 


ПОСЕТА 


p 
3 


EXE ИТО ULL per pad e omite 
PE a ção CT асема 
IEEE 

Arm dem yi the + AP la obg 1 1-022 + 1 1:0 006 
тиш, LO 12 006.2 L 

1831. Achar para à função Дх, y) = xy o acréscimo total ca 

diferencial total Po ponto (1; 2); comparas entre si, se 
a) Ax t, Ay=2; b) Аж = 01; Ay=02 
1832. Demonstrar que para as funções w ev de viris (por 
exemplo, de duas) varii são válidas às regras ordinárias de den 
š la + do; Ъ) dun) 
د‎ 2 
Achar as diferenciais totais das seguintes funções: 
ر م ق‎ We ra 


a) auto) du + udv; 


us з=” СЕ 1836, += senta + cost y. 
мз. 2 ya. 1838, 2 h (at + 59. 
1839. fm 9) (1-2). — 194. z= arctg 2 + arctg ž- 


КРЕ E 2 
ENE їй do Pao 
1842. кашг: 1, ель 7 n. Biblioteca Centr 


1843, а 


eye ваа 
1845. (e + y 1846. 


ge 


1847. Achar 9/0: 47 9) se fi %9 = gg 


эма. Um dos lados de um retângulo € a= 10 em, o outro, 
+ =Й аш. Como variará à diagonal / deste cago, ve 2 lado d 
aumentar em 4 tama e O do P diminci mu P mo Acao à 
Frnders aproximada da vação é comparti com x erat 

1809 ma cla techada com dies exteriores de Dci cm 
< в cm é Teita de madeira compensada de mm е sopera, Det 
ia o volume aproximado di material pasto pata S fart a tal 

1850". O Angulo central de um setot circular é igual a 90 c 
deve diminutio em 15. EN quanto se (em de alongar o rao ds 
Setor para que sua drea não varie, se Su comprimento шо qa 
=й Es 

1851. Calcular aproximadamente: 

3) (1029-0095 dy PREF: 

<) жа 32 ‘con Si (ao converter от graus em radianos e ao 
calcular o seno P, tomar somente ts Clas decimais; a dio 
Sta deve ser arredondado 

1852. Demonstrar que o ero relativo de um produto é aproxi- 
madamente igual soa dos caos relativos dos ftare. 

1853, Ao medirse na tema o triângulo ABC, obtevese: lado 
a = 108 ma 2 m, lado b 20 md mn é o бше C= Gl: 
Te. Cora doe ш de окото podese calar o do c 

1854 O periodo T de oslação do péndulo se calcu pela fórmula 


12a]. 
: 


onde 1 é o comprimento do pêndulo e g, а aceleração da gravidade. 
"dias o eo que е comete зо delent 7, caio oido do 
pequenos erros A! = ae Ag = B, cometidos aó medirse lef. 
1855. A distância entre os pontos P,P(x,; x) e Р(х; y) é igual. 
а осо ângulo formado pelo vetor TP com o eixo OX é igual a 
a, Em quanto variará o Angulo a, se o ponto P toma a podio 
Pis + ds, y 4 dj) enquanto que o ponto Р, continua invaiável? 


E CAPITULO vt. ngos DS DIVERSAS VANAYEIS 


$5. Derivação de funções compostas 
aed eese AS rn de ut 
ient € 

СА 


a derivada da functo composta + = igi. JA] pode sr cantada peia беті: 
dba tdo " 

аты ata a x 

com So Eb o ds ngo! rem ração Va sie = 
"me а 


ааыа" 


Visas da 9 


n 
e 
= PS a + и- 


——À 


Pre ient = PP (a зел. 


span Ad dada pu HQ 
mn 
Cr: 
—À а 
E یر‎ punção 
ra e eo ы tão copo à 
EH 
AA RA 


E 


[] 


o 


AS DERIVAÇÃO ов куды cowrostas 


ТЕЧ 
5ай. Aplicando as това (3 ¢ (9. teremos 


Energie nt 


БЕТЕ 
Emo 4 emos que à tão = po 9) 9 ¢ Ad sas 
a equação y nU. 

¿opt tona y depende —— 
IAS 


ЕЕЕ 


E фтини 
olecando no primeiro membro ds equação as derivadas porci, tres 
гдин e 
TRU e he уь 
pla уй tt soma, 
Jato é a função satis a equação ada 


Nos exemplos de diferenciação formal deste capitulo sem anotações 
ss deae que eio agrada as condições de rari 
Pata эз funções examinadas 


1856. Achar $, se 


onde x= d, y 


conde x = 3, y ЕТ. 


1858. Achar 
u= xyz, onde x= +1, y = Int, s= tg! 
1859. Achar & 


juge onde x= Rost, у= Rent, z= H. 


E Catrina vi, roxGoES De указ: vanis 


1860, Achar $E, se 


1861. Achar P 


Onde w = sen z, v = cos x 


sm areg 2 сува 


16. Adar Ë 


zm a”, onde y = gla) 


PAP 
1863, Achar fre E, se 
2 ft, o), onde nm a? 


PS 
1964, Achar $ е E, se 


= arctg 2, onde к= usen, y = cos 


ES 


1865. Achar se 


No onde qm sy + Z. 
1866, Demonstrar que se 


onde z = Reosg cos, 
então 


(л + + 2, 
Roose send, z= Rseng, 
м 
Hoz 


* 


1867 Achar De 


s=, у, з}, 
onde y — gla), z + pl y) 

1868, Demonstrar que se | 
z= jix + ay), 
onde f é uma função diferenciável, então, 
£ 
1869. Demonstrar que a função 
fen n, 


de manen EM UNA DIREÇÃO DADA в crab Da ИЙ" asa 


onde и = z + al, v = y + M, satisfaz a equação 
> 
1870. Demonstrar que a função 
r= эз! — sa 
satisfaz а equação 
Legin o 


татуу 
1871. Demonstrar que а função 


19 + xo (2 


satisfaz a equação 


ay 
1872. Demonstrar que a função 


b) 
satisfaz а equação 
(No im n 


1873. Um lado de um retângulo x = 20 m aumenta com uma 
velocidade de 3 m/s, O outro lado y — 30 m diminue com ama. 
yelocidade de 4 mls. Com que velocidade vatario o perimetro e x 
Ären deste retângulo? 

1874. Às equações do movimento de um ponto material são 

сусе, асв 

Com que velocidade aumentará a distância deste ponto até a 
origem das coordenadas? E 

1875. Dois barcos que sairam ao mesmo tempo do ponto 4 
vão, um rumo ao porte o ошто ramo ao nordeste As урей 
respectivas dos barcos são: 20 km/h e 40 km/h. Com que velocidade 
aumenta a distância entre lei 


$6. Derivada em uma direção dada e gradiente da função 
Y Derivada de ава (инде em uma direção dada, Die nome do derivada de 
uma fono s — fir. у) o ponto P ow son dence data 1 — FP, À expo, 
Ж - aa LIA, 
WT. EP 


am «кипа. FUNGOES DE Diversas variáveis 


Rode, lla a x frd 


unção nos pontos P e Py. Se а sento é dite 


Fr 
Баа D 
sni «to go do үче veto eom e eixo (ig, 7) 
Y ССА 


mee 


Pot anaoga е dt adega om uma ção дыш Y para шш ação 
de is Apacs Y fiore Nee cmo ача 


"i t 
Bah ج و کد م‎ B ony a 
onde a B, y чы on Angulo entr a ino 1 e o eixos correrpondentes das coord 
Ris adiado em oma oes Фай» trice а чке O que vaa 
Sim * 

Жане 1, Achar а derivada ča Бардо z — 20 — Mio ponto РЇ: O, na 
ção q ore com o ui OX wa ушы o O 

"ak As ae derieadas partida flo dad e es valores no ponto Р: 


Land Eder 


toe faro 


Aplicando à бетм (1) teremos: 


Eget 
lija А 
e sR ата. 
ا‎ 
ae 


ps a 


DERIVADA EM UNA DIREGAO DADA к GXADIENTA DA FUNGAO am 


A derivada da fnção dada sa direção É està relacionada com o gradiente da mesma 
Pe Sega sil 
а 


Ж мт. 


“damos da pi малайы сини dardo E tm 
valor máximo, igual a г а * 
Mo 
A na a a ia OC A 
mano ra Pego em a 


sic de ema fro do cido cada pto, cta at lea sde 
o 
Seleco. Glcslumos as deriva parciais e sess valomas o pom Pi n 


moo 


1816. Абага deiude da função += 2º — xy 2)? no ponto 
РР a dreta que orna cia e chó ОХ ш indus di BO 
de ear Y deuda da indo re s робна 1 o 
ento Hi: dj và dido que өш t ao ponte X; 4 
1878. Achar a derivada da função z— пх + у? no ponto 
171) ma direção de bisetriz do primeiro ângulo coordenado. 
ib Aetat a dede de (ço 
мий “айс ue ma oper pac todo 
JO eae à derivada da função we sy -E yt 22 по ponto 
ма Sa dd da RS 


Pq 


m artreta v ções De DIVERSAS vasuáveis 


1881, Achar a derivada da função w — In (€ + e” 4.2) no int 
cio das coordenadas, па direção que forma com os eixos das coorde- 
adas OX, OY e OZ os ângulos a, B e ү, respectivamente. 

1882. O ponto em que a derivada de uma função, em qualquer 
direção, é igual а zero, se chama Ponto estacionário desta função. 
Achar os pontos estacionários cas seguintes funções: 

а) =з ayq у} A= 2y; 

b a= o H day; 

9 ауа a س‎ r+ ha. 

1883. Demonstrar que a derivada da função z = 22 
qualquer ponto da elipse 22º + 3º = C^ ao longo da normal à mesma, 
Eg a zero. 

Tasa. Achar o grad z no ponto (2; 

зу,‏ س کر و و 
Achar o grad z mo ponto (5; 3), se‏ .1885 


+ tomada em 


Achar o grad w no ponto (i; 2; 3), se u = xyz. 
Achar a grandeza е à direção do grad м no ponto (2; 


eyes 
1888, Achar o ângulo entre os gradientes da função z 


pomes 4 (55 3] ¢ A: n 
109. Alar grander д aço 
DT 


ima da superficie 
no ponto (2; 1; 8) 
1890. Construir o campo vetorial do gradiente das seguintes funções: 
дафу Dime Gema 
y. 


VA 2 


$7. Derivadas e diferenciais de ordens superiores 
vg pc de rs eo cn da od 
pa ne RTA 
ara Beier as derivadas de segunda order se empeegam as seguintes ata 


£e 


چ 


лы m ee. 


уз. DERIVADAS E DIFERENCIAS DE ORDEN SUPERIORES E] 


Termas а derivar 


===] 


H 
LEES 
Er 
LOL EAE ERE 


Venas deque à chamada derivada pari! "айну" pode er encontrada 
de оша maneia. 32 ae E 


A O 


Lu ier a: mim mtem t а aome, de dra de gundo 
dono quando ve pendant e é centos hs im 
pum 


er analogia, se etenim a ймэша da бао + de ordem superior à 
мез por titnlo 
pu 


СРТ) 


ر 
aaa kk‏ 


e و‎ = 
arm Fassa PE шь a 
DNE s m 


e ris odo est as derivadas continuas correspondentes, é válida a Gema 


e {е2 dy 
E 


due, cuneate, oe desenvolve segundo а ki binomial 


ES санч vi USOS ov DIVERSAS VIAS 
Se x = fis yh ende e argumento z 0 у ão, рос so чы, fames de une ou 
pe 


ES 
رھ به کک د‎ + б Ears и. а 
"y P” 


т 
a Pian 
gam 


Se rey о vive independent, endo d'r — 0. d'y — Фе а femala G) torna-se 
pog 
"eenpl 2 Achar ө dilerenclais totals de la ¢ 2a. orden de fugio 
mam 
Soho 1º mto. Temos 


E Eoma 
aem È ds 4 Ё dy = n 3y) ل‎ =] + 2 ds. 
Ree oa 
ond vo dedo, 


E 
БЕСТЕ 
Z mdndo. Diereaciando, — 
die re йун + аў — зуу = ө IN de Ds + 2y) у. 
Voltando a dierencas e lembrando ce que d e dy no dependem de x e y. obtemos: 
um (мз — Mj) do м» + 209) dy = ми Gde dy — му. 


E 
1891. Achar f, 


Guy wes 
2 =n (+ 

E 

1893, Achar у, se 


3892. Achar z 


EEK 
РА 

1894. Achar P, se 
[7j 


ET 


i-am rii 


үз. DERIVADAS E DITENENCIAS De ORDES suramones E 


төз. Achar E, е 
VE FFER 

1896. Acha todas as derivadas parci de 2. order da fanção 
A 

um. 


1898. 


= sen (z. 
1899: Achar /2(0, 0), 0, 0), fl, 0), se 

es 9) = (1+ a)" (1 +". 
1900. Demonstrar que 


— met 6 


onde и = a? + у, 
1904, Achar Ef, se 


u= fm у, з). 
onde = э, э. 
1905, Achar e, 20. э 
t fin o) 
onde и = pix, y) e v = dz, у). 


ES caso vi. roncoss os DIVERSAS уай. 
1906. Demonstrar que a função 
u= arctg Z 
satisfaz a equação de Laplace 


1907. Demonstrar que a função 
mi, 


CPU айыз а equação de Laplace 


onde y =P 


1908, Demonstrar que a função 
u(x, Ü = A sen (adt + y) senda 
satisfaz a equação das vibrações da corda. 


> 
1909. Demonstrar que a função 


fe 4 sl constant) ila à equação da condutblidade 
pcr 

1910. Demonstrar que a função w = q(x — af) + (x + af). 
onde q е ф são funções quaisquer, diferenciáveis duas vezes, satis- 
Diria ima 


d 
0990 
ni ie 
han irrf 


1912. Demonstrar que a função 
sein) + ¥ (2) 


satisfaz a equação 


1913. Demonstrar que a função z- 


Ts + 007 satisfaz a equação 
атна 
Tue à a 


1914. Achar w 


1915. Determinar a forma da função w =< u(x, y), que satisfaz a 
equação 


1916. Achar 2 


1917. Achar du, se 
um xyz. 
1918, Achar ёч, se 
a eld, onde tm wt ++ yt 
1919, Achar dr e d'e, se 


1920, Achar dis, se 
= i, 1), onde u = as, 
1921. Achar diz, se 
== ix, 0), onde w = xe, w — y 
1922. Achar dîs, se 


onde 


E: 


z= cosy. 
1923. Achar a diferencial de 3a. ordem da função 
= хоу + y sen z, 
é determinar todas as derivadas parciais do 3a. ordem. 
1924. Achar 4f (1, 2) c dll, 2, se 
Jin, 9) = + жу + эй (Ins — 10 lay 
1925, Achar 2/0, O, 0), se 
Яв у, з) = EIA 3 — 28у + das F 2ye. 


ET CAPITULO vi, PUNGOAS pe DIVERSAS утыз 


is exatas 


кеен» L. агае de que x exprendo 


Qro yj dr + (e + dy 


r +) ae + een md 


ndo w é a fango procarada, 


De amio com а cai = 2e y emos 


белае rt + ay +o 


Mas, de outra parte, E mih vb) m z+ 2y, donde go) = 27, el = yt Ce 


—€—— 6. 
A des ot eO. 
>, Quo de tea varia. Analogamente, a experto 
Js y. de Qin v dy + Riz vd 
ха que Pis. Qi 7.2, а Rs, y, 1), junto com aus derivadas de la cedem 
ma Ga tione 223. ap а ie mata de жаа tan 
ão ie ly am Cade iene oco D ери quado 
soar em 
wg 
remp 2. Cortas de qu a expreso, 
(ry Dar + G+ 3a) dy + Doe de 


a mta o uma socar mario, адка 


Sedução tos 1 2 398 y E 
[x S HR о 
а du 
setas. 


DAN EE 
—— P 

бе жзу— Nde 4 (+ jay Qe D. Rear 
onde m 4 а função pocas 


sa INTOCRACAO DE DIFERENCIAS exatas am 


Tenes 
БЕСЕ! 
АЕС 
De otra parte, 


diss ifi etg cujas derivadas paraa ão conte, tendo-se ошар 
Enio de scada! ern 
Amos y 


so = ha = tnn 
БЕ 


vn 
sto & qid = у# + С E, mento, obtemos 
empty state 
is de comprovar que as expressões abaixo citadas são dife- 
rencials exatas de certas funções, achar estas funções: 


194 yar ed (rd DA (ea N d 
pu tt, ym Ed 
1930. Û dk — Ed) 1931. 4s 
y F TFF агу T 
1932, Deermiar as constantes 4 = b de tl Кеша que a ex 
peo 
EE ay esto евини 


WJ 
seja a diferencial exata de uma função z e achar esta última. 
Depois de certificar-se de que as expressões abaixo citadas são 
as diferenciais exatas de certas funções, achar estas funções. 
1933. (2x + y +a) de (x + 2y + a) dy + (x + y + 2a) de. 
1934. Get + 2)* + 3e) dr + (lay + 2y — J dy x — y — 2) ds. 
1935. (ayz — Зу + Bay" 2) da + 
+ (sts Guya + By + 1) dy + (ty — xy 4 3) de 


Y 7 
D way 
onde A é uma grandeza constante. Qual deve ser o coeficiente a 
para que а força tenha potencial? 

1939, Que condição deve satisfazer а função diferenciável f(x, y) 
para que à expressão 


Л® y (da dp 
seja uma diferencial exata? 
1940. Achar a função u, se Дз) é continua edu = /(xy) [y +s dy 


$9. Derivação de funções implícitas 


т, Caso de uma variável independente. Se uma equação 1,3) = 0, onde fis y) 
é эта ação enc da arra + э, demas a y como айе ik 
Fenda dent dade dena fiia dada =m ста Copia, энде qu 
ДУ 0, gode tr encon 1 


LR 1 
DEI 
apaes m — 
Exemplo 1, ae E o Er 


۲ + اھ + تماد س موو و ی 
NE‏ 


pru 
fa) = -2y = 3 2y m бше + ий — n, 

Donde, aplicado а ешт (1, tes mos 
СТА 
LEE 


Ln 


va tegi ов Uses этиет ET 


sd mt o nara 
CET err 
E ada par AS 


Al Berà, 2 Hess а 
a u a Fen 


SE ean dada da ae € o vulto: ado o 


o 


de plo Deseado s poco пиво deis quito por mea 


AAA A 
Aplicado limes (2, obtemos 


E AE 
Ta = W^ Hes» 


2º modo. Diteresciando a equação dada, temos 

RD 
Donde determinamos de, isto & a dien exata da haya plica 
dead ae, 


жым, Macte 
k 
Sistema de funções impltas. Se o sistema de duas unos 
eve 
o. 
onde E e G мо decente, determina s é v como fans dilerencióveis das 
Жам e co semanas de Jul 2 


gear 
meo a, 
Ded PP 
je DE 


T ss Snes oes oca, enas tis paca), podem sr 


5 


E 
Ear Err E 
IE С] 


Esempio 3. As equações 


Miraria od 


DICE 


Analogamente, acharon: 


Z rd, Por derivato actas dns quais que seco ent i a 
deside d 


dede y det dy. 
Revendo este sistema em regia da creia du e do, obtermos: 


ETE 


sty, Mo eer‏ ےو 
gay‏ — 
PETRI‏ 
d ey y em‏ 


qp Festes dadas em fara parmbnc, Se a tasqi атадай z das va 
vise 4 5 € dada эш өзде paraméias 


rss yo pied rne 


Бибер Creato 
үк онида De runções entes a 


Exemplo 4 A fono z dos argumentos 4 e y é dada palas equações 


ПОТУГ 
ded dE 
ay 
Sols. md. Poe irão achamos wis qiie que neon esse 


per 
die td LX. 
Das doas primeiras equações determinmos du + dr: 
MEUM 
ERI 
Sitastsinos ua taroeira equação as еледе asim determinadas de du e ёт 


n 


e ت ا‎ rd 
ЕТ 


2-9 
E da T A 
goce pe A 
T mido, De tec equação dada podes cdr 
8 و‎ a P oaa P aa 
xU. as y i 


E CAROL уп. романа ps DIVERSAS уйгу. 


Degas as dus pis qu ceso em ão x e depois am пы 


DET 
fis 


ien 


1942, Seja y uma função determinada pela equação 

э + Y ауто (a >. 
Demonstrar que ФЕ 0 е explicar o resultado obtido 
1943, Achar $Z, se у 14, 


би. Achar EPL e y + رھ‎ 


1965. achar [2] er) „= 


p 
rdi ghe yit 


Utilizando os resultados obtidos, representar aproximadamente 
o gráfico desta curva no entorno do ponto x 


so Demas vs menções mts as 
1946. A função y é determinada pla equação 
OS 


m.m. 
rn 


1+ ay — ne + em = o, 
1948. A função z das variáveis z e y é dada pela equação 
Sij as br ipd iut. 


козу + y cosa + acos 
1950, A função z é dada pela equação 
Per 


de para o sistema de valores «= —1, у = 0, z = 1 


RNE 
masa. E a Же e Er Er 
1952. fix, y, z) = 0. Demonstrar que E. Z. Ei 

991 = Jl, ende y € fango de 2. déertiada pela que» 
ão (я, у) = 0. Achar E 
1954. Achar de e ds e 
€ 
1955, Seja uma fango das variis x é у, determinada pda 
5 


ВЕСЕ ЕТО 
Achar de е dz para o sistema de valores z = 2, у = 0, z — 1. 
1956. Achar fre dis se In z — x + y + 3 — À. A que são iguais 
as derivadas primeira е segunda da função z? 
1957. Seja a função dilerenciável z determinada pela equação 
эё + у gt glar by + oB, 
onde ə é uma função qualquer diferenciável e a, b, c são constan- 
tes. Demonstrar que 


(y ty E lar e) Edemar 


E сандо excors ox pivensas зин. 


1958, Demonstrar que a função s, determinada pela equação 
Fle — as, y ba) = 0, 


onde F é uma função dilerenciável qualquer de seus argumentos, 
Satisfaz à equação. 


taki 
1959, P(E, 2) = 0. Demonstrar que rÈ ta $ = a 


1960, Demonstrar que a função z, determinada pela equação 
xefe) + M), satisaz a equação, 


Br ay any * 

1961. As funções diferencidveis y e z da variável independente 
2 ão dadas pelo sistema de equações ze + 3º — # 0, ж EIE 
+= + Achar S, £, E yo. 


+ Sé. quando z = 1, 


1962. As funções diferencidveis y e z da variável independente 
x são dadas pelo sistema de equações 
ma афу 
Achar dy, de, d'y, dz. 
1963. As funções diferenciáveis w e y das variáveis inde endentes 
ж e y são dadas implicitamente pelo sistema де equações 


u-ipymoy 


Bede, Pus Pes e RUP 
Gem ae dy RAT n ay a" ART 
quando x = 0, y = 1. 

1964, As funções diferenciáveis w e y das variáveis independentes 
xe y são dadas implicitamente pelo sistema de equações 

u y=‏ ر کم 

Achar du, de, Фи, de 

1965. As funções diferenciáveis w o v das variáveis х e y são 
dadas implicitamente pelo sistema de equações 


am qlm e) у= (w, 9). 


полно pa зини ат 


BIER 

зи. э) has e term woon yc emn in 
Y) Achar e E, so +n, ym 
c) Achar dz, se x = e", yet rna 


1967. z = Fl, 9), onde + e q são funções das variáveis x € y, 
determinadas pelo sistema de equações ES 


x=7cosp, утыз. 


RIA 
Acar & e ie 


1968, Considerando + como função de z e y, achar 


СЫС 


x = acosg CO8 9, y = b sen g cos 9, z= сзеп$. 


$10. Troca de variáveis 


Grande ve trocam эл vivis mas е cnc, эл derivadas ч, 


OS 
maed 


Solução. Eprecamos as derivadas de y om mio а x por melo das deri 
чы Ру em Tão а Ë Toros 


questo э eps ds derivadas адады та suo ми é tando + or 


4)4 


E Curt vi FUNGORS pë DIVERSAS задн 


comando y como argumento e z como função. 
pue de e rl a x oc melo dat derivadas 


drm cong — rim g dp, dy = мата rede. 


np Ê + resp 
P1 


Dr ی‎ ы, 
* 


Crbcasdo эл expres do # y o Š na дадо dada, tuu 


а 


Mt T reg куназ 


ou topos de iilis, 


2º, Trees de varios nas expresos que contém derivadas pat. 
Exemplo + Tantos a equação des vibrações da corda 


pg fd ct gr é ds mn va nte 
221 9 ratos e Apito as Camela de deri 
pron 


ET NT 


de ar E ag ûr 


Seen) 


E CAPITULO excors pr mivensas variaveis 


È serv бы derivadas 


Sã, Eee adiadas pro E < Ë 


DE < f. рма tanto, teen as relaçoes dadas entro as varia 
p 

De ошо ме, 

тч 


mst, 
LEE 


fazendo z= Z. 
1970. Transformar a equação 


"i 
umr 


үк. ruo DE VARAS m 


1971. Transformar as seguintes equações, tomando y como ar- 
gumento: 


E 
1972. À tangente do ângulo p, formado pela tangente MT e 
o raio veto OM do ponto de tangência (fig. 69), se expressa 


[nm 


Transformar 
resp у= 


ta expressão, passando-se às coordenadas polares: 
E 


1973. Expressar a fórmula da curvatura de uma linha 


Für 
em coordenadas polares s T 

1904 Талын «m novas variáveis independentes « ¢ y a 
equação Pes 

Un э 

келей 

IUS. Тшей em novas variáveis independentes w e v a 
equação 


E 


(oben 


m carrot VI. runções De pivensas vuoi 


1976. Transformar a equação de Laplace 


em coordenadas polares y е 9, fazendo 
rose y= r sene. 
1977, Transformar a equação 


fazendou= xy e v 


1978. Transformar а equação 


Ey 
FII 


introduzindo as novas variáveis independentes 
senin soil 


ea nova função w= Ins — (z + y) 
1979. Transformar a equação 


tomando como novas as variáveis independentes и = x + y, v = 3. 
e como nova а função w — 2. , 
1980, Transformar а equação 


E 
еу я 


fazendo 


y, w= xy — n onde » 


DE 


m 


$11. Plano tangencial e normal à superficie 


D do pt 
sd de pd 


“Cima normal à uma supero reta perpendicular ao plano tangencial no 
pon de contacta 


$11 ANO TANGENCIAL E NORMA А SUPERI ES 


dr de a sss 
UTE ЫТУ 


Z = tam fun sd Ot = ad + o эй = э. m 
Quit = Ma 30 + X. Y. Z o w oia sa d posto do pao cam 


onde X, Y, 2 sã as coordenadas variáveis do ponto de mermo 
geo 1 Escrever equações do plano tagenci ¢ da normal à reperi 


> тө ses ponto м0: —1; إا‎ 


——— M 


we oes 


* --» (E 


Donde, aliando as ты (1) © Q, teremos 2126) Ду D ou 
2 4294-150, que é a equação do plano tangencial e Š. 


же ão s емде da nora 


NEC agencia ¢ da normal ara o earo em que а superficie é 
A edm nia? Non on ы eque ia tepida da 


in Es 
куас 

sd Fé эта байа deriv e Ples etd = O. eo ad Fw ê 0 at 

pr 

SUE DERAN N-REN D 

dee é a equação do plano tangencial, © 

Y 


Flee e % 


que sio as equações da normal 
унар» 2, Кэт x oqugio do plane tangencial e da normal š зори 
эзу dm ah шю posto qu Ма Kcd y = ° 
"элин, Achamos a gota до poat de costo, faento m= O e y= e na 
quide e ale Sa Bon fa v ono sias 


Раза: por F y o mo conim da gto, atos as derivadas 
m 
= [EE 
ms ИЯ 


Edo (Fem 3 


ES cerrê vi UNOS De DIVERSAS vase. 


pisando өз (іт (3) e (0, obtemos: 
selle 0 + Oly a) Selte + a) m O 
ou seja z + + a б. equação do plano tangencial, 
e 


oa seja, £= equações da normal. 

1981, Escrever a equação do plano tangencial е as equações da 
normal As seguintes зараа, hos pontos que s indict 

a) ao parabole de revolução z = x # >Š no ponto (15 279); 

D) roce 242 = O no ponto (4; 3; 9; 

©) à estera Zt + 32 + И = 2 Re no ponto (Rosa; Rena: R) 

Tosa. Em que pontos do sapalla ^^ 
> 
> 
a normal forma ángulos iguais com os cixos das coordenadas? 

1983. Pelo ponto M (5; 4; 12) da edem iy E F 189 
passam planos perpendiculares os eixos OX е OY. Escrever a 
Equação do plano quc рама pelas tangentes às seções que os originan, 
no qno comum, M, та m 

oti. Demonstrar que a equação do plano tangencial à super- 
fície central de 2a. ordem j id TS 

ast by + cat al + +140) 
no ponto M(s, уь 2) tem а forma 
p 

1985. Dada а superficie 2° + у 3 — 21 traçar planos tan 
genciis que sejam paralelos ao plano x + 4j + 6º 

1986, Dada o clipsóide 25 + Ê + Ê 1 tragar planos tangen- 


2 P 
дажба 


a 
ciais que interceptem nos eixos das coordenadas segmentos de igual 
Grandeza. "т ii 
1987. Achar na superficie a? + y3 — — 2x = O os pontos em 
que, Ман tangeneiais a di sam paralelos sos planos oorde- 
1988. Demonstrar que os planos tangenciais à superficie xj 


sa omm com os planos coordenadas um tercio de volume 
constante 

1989, Demonstrar que os planos tangencias à superficie YF + 
o VE Ve imescoptam nos cos condenados segmentos, ja 
dom é constante, 


so Es Pt TOR vana ros De Dre vn 225 
1990. Demonstrar que o cone Po ea eden 


nere e FESP E + 
são tangentes ente s nos pontos (0, +, c) 
1991, Chama-se ángulo entre duas superficies no ponto de sua 


interseção, 9 Angulo que formam, os platas tenencia Umgados d 
estas topics mo ponto que э cali, Pi e taças 


Que Angulo famae cm om Intro о cilindro shi yt — RE 
ea еа (eo ку-ку + Ren ponto М( RE 0) 
1892. Chama-se ейди vs perde que 16 coram ento 
si formando um ângulo Vet em cada am des pontos da imba de 
ыт: Е 
montar que as aperies 2 + ® 4 = n (edo), y= 
“gp (plana) e 3t = (xP y: ts cone), que so superficies ep. 
ada? @ ima de бойын чаа ы ү о нори, 
Er] 

10. Demonstrar que lodos os planos tangenii à superficie 
cónica z = s/ [2] no ponto Aa ж 39, onde 2950, passam pela 
ойна das cóc denads 

Th. Achar as projeções do eise 

pubes 
sahet в planos tendi. 

1045, Demonstrar ues normal em qualquer ponto da serio 
de revolução z — Дз# + у) (f° + 0) corta о seu eixo de rotação, 


$12. Fórmula de Taylor para funções 
de diversas variáveis 


Que à onc» fi, ea gum atera do ponto (a 8) derivadas parciais cons 
quas de até айша la + T) inclusive. Então, desta entorno ® vila fórmula” de 
[E 


дея eee Mn Meca efi 


ө-и+ 


ЕТЕТ 


essem w 


ЕЛ 


zs carte v roster ne prensas varas 


onde 
БЕ] Ue + eag ГОСТЕ 
r = > 
ове 


om st aços 
e eh OB md doit я M 


AA 9 + Mg y 


E 


+r (r oem 


zî 
Ar eam Ayi o 


аланин anna 


m 
= N r 


No cuo particular em que а = b — 0, а нима (3) cae o nome de Лени 


a 


mun -risen 
ETE 

Ee 

final 

Puai ае ma 

porn 

acr 

Jine 

act 

a a dire apis to ctae ipi зна Санамо ou 

ace‏ کے کے 

Мула TERE a rea + 

copo‏ ووس ed eec‏ واو وو 
rir,‏ فو ج و ج Сиш‏ 


1996. Desenvolver Дк + A, у + 8) em potências inteiras e posi- 
tivas de е h, se 


fix, 9) = axt + 2bay por 


1997. Desenvolver а função fix, Y = — эй + Zay + 398 Ge — 
аа ыт caio Рр CE N 


AAA am 


1999. Desenvolver a função f(x, y, 2) = až 4 98424249 — 
— ye — 4x = Зу — z + 4 pola fórmula de Taylor mum entorno do 
ponto (1; 1; 1). 

2000. Desenvolver Да + À, y + А z + 1) em potências inteiras 
e positivas de À, Ë € J, se 


Л y dm ste ie i ny Dar aya 
2001. Desenvolver pela fórmula de Maclaurin, até os termos de 
3º ordem inclusive, à função 
Ло) = © эп у. 
2002. Desenvolver pela fórmula de Maclaurin, até os termos de 
+ ordem inclusive, a funcio 


fis, у) = cos x cos у. 


2003. Desenvolver pela fórmula de Taylor, num entorno do ponta 
(151) até os termos de 2º ordem inclusive, a função 


fi om y 
2004. Desenvolver pela fórmula de Taylor, num entorno do 
ponto (1; —1) até os termos de 3º ordem inclusive, a função 
Лх a) 


2005, Dedi: as formulas apreço, com precio de té os 
termon ede cn rino anda се Pa ы apu 

ацан: 9 
se lake] Sk онан dan cem 1 

hog APE de ae МГ ы termes e 2 ordem, 
Poet. 

a) VLOS, 1098; b) (0,95). 

Aid Si z sma lll implicita de x é у, determinada pols 
ema E ычу m Ë que fama Стар Ped quais il 
SEA Escena йн tentos de dino dio ram 
da curl cic aun 


$13. Extremo da função de diversas variáveis 


Y" Detbigo de entremo de ama fano. Dire que а função fx 2) ет sm 
arin Lou mim), o pomo Pl, e para deca pon Pg ена 
TE an ma estra quiet do ptio Р. viis x дерде fa АН 
fo especie, Да. Je эй. O tho ov atio de vd fusa masle 

Шыйп э mome de ums da erem. For logia, se terna o eim di 
ma longo de Tab o mal умыта. 


m CAPITULO vt. FOS эв DIVERSAS чакта 


>. Condições secundis para a едис do extremo. Os postes cm que a 
sonda dicere TE) pii wass за atras (шә 4: Q amados jon 
Mino o ads aede zs o ioter da eain 


fin = fnnc 


T] 
TREE D SQ IRA TEES 
EC Si Re 
A Po à id 20 pe 
Sasa o t= 
E ao СЕЕ 
DI MODUM 
ا‎ E AE ie 
x nr m 


po. 


aac mt 


мене es у s= À > O, a função tom om extremo no posto Ра e ele om. 
mini Ак CO Pu minimo ж 2 > 0 tes ТИЮ 
ato Ди. ni cune rien ЭУ зе А Û x entao de extremo dh fug 
To to Te) n decus nec pesei a тим). 


Exemplo 1. Азер on extremos da função 
етае 
Seção, маат sa derivadas parias e formamos o sistema de equações (1 
de 


ameye mo 


(Umm 
mU лит ROME PR À 
ic^ wert 7 
o eme - ac — t на sas эк ан тош tn 
1) Para o poate Pi A = (25), -• в- =m c Eh- 


am AC южо loo Ё зә ponto É, min dd extremo 
i amo рше PA O BE CoD AM DO A >0. 
o ponto Tão an nl” E saio É ua o va de ção 


E S‏ و 


дао не тА 6 Роа стага еве сомо 


——— as 


OLET P edat o crine Contendo de ação Badr fin Y == x 
FE e dida 
Feo mfi een 
сз dum lator contanto indeterminado e prone o extremo ойле desta 
Ter deter Ху тойу necis p que Bj vm crema de теш do 

Mina te tis oo 


para o ita de valores dex, у, A que Ivestzamos, obtidos de (2) com x condi 
ROS que de e dy ensem recados exte ps oquação 


Bat усо aee 
Ras Bac trapo, 


E praep e resp] 
So pasto estacionário or preto, sse ponto Rave om radio 
eio yi m A 0 or C б, wa laimo condicioaado, se SO > O 


bis toca ыле, quantos oem as equações de ena. 
Excmo 2. Achar on extremos da feno 
rs à condição de que эл variáveis z o y sata à equação 
Perl 


ção. Сатен, o roben se redr a encontrar os velos ico 
os een dp UT Ar Sy para war pn te ção S 


Compas à fango de Lagrange 
КТЕН 


E схигадо vi. rusções ne Diveasas VARIAVEIS 


РА = 
теми PE - ү ————— 
E * 


eo sita de equações 


tem um minimo condicionado Sed = — Ž der 


ção tem эт máximo condicionado" 


топан meste ponto a 


Saaana 
if Vases máximo e cio absolutos da função. Toda fongo елей! 
кинә veio emita e techada atinge Sa valor mimo (minm, ou em um ponto 
ШОШО em un ponto do limite da região. 
Exemplo 3, Determinar op valores máximo «| 
[Pr RE 
Ras van rao уруу T 
MILLE 
chao os pontos estacionário 
— + 10, 
pr 
— 1i obtemos o ponto 


ree 

s 
So ponte M o valor da tungo é su 

кө é receio теши te М extr. 
2 нала < função no limits da resto 


алк. EXTREMO pa sunção DE DIVERSAS vantavers 2а 


Quando x — 0. temos que é = эй + y eo problema ordaz a pescas o візіта 
+ o Bii Apio des font dium Argumento mo quo e y < Š 
A ne ea investigação, actor que nan © бте ponis Ө: Eno cgo 


u-t3 
Pure A 
Bo ponto (53:0; alpes = — + m panto 1:9] 
dE СЫ чы 


cer ea ivo и nata do temo criado em кекте fondo 


2008. = (x — уа pM 
2010. am y y — 2s — s. 
EE PETS 
202, = A yf — 249 + ny — 2y 


ay Ez 


2015. 2 = (ut y ect 


аиел. 2= B4 +y (6020. 
20162. i (8-29. 


Аспа os extremos das funções de três variáveis: 
2017, и = + у ps xy rds 


Au air EE + ез y>, a>) 


“Achar os extremos das funções z, dadas de forma implícita 
2019". st + yè + 2 ay z — H = 0. 

у +80,‏ و س 9 .2020 

Determinar оз extremos condicionados das funções: 

2021. z = zy quando x + y 

2022. z = z + 2y quando xt +y? = 5. 
2023. z= pt quando T 


ES CAPITULO v томана pe DIVERSAS vasos 


2024, 


cost + cost y quando y — x = 

AU im r 2 + 2 quando P+ anch 

э. «= ma eh qnd Ж P cient 
э. u= sy? gundo x+y o (e >O, y >0, 3 = 0, 
208, ay com as condes 249 Fa ay T E E 


+8. 
2029. Demonstrar a desigualdades 


RUF 


se 220, уэ, 290, 

Indicação, Procurar o máximo da função н 
de que x+ y + z — Š. 

2030. Determinar o máximo absoluto da função z = 1 + x + 2y 
nasregiões:a) x>0, y>0, + y < 1; b) x20, yet x — y € 1 

2081. Determinar o máximo € o mínimo absolutos das funções: 
a) 2 = gy ç b) z = ato уй ma região x + уе, 
2032. Determinar o máximo e o mínimo absolutos da função 
a sen =+ sen y + sen (x + у} na região 0< x< E, O€ y T 


y: com a condição 


2033. Determinar o máximo е o minimo absolutos da função 
Xo — Bay ma regio 0 < x< 2, — L< y < 2. 


$14. Problemas para determinação 
dos valores máximos e mínimos das funções 

cope 1. É pecho dividir um nimero positivo a em tris termos também 
pestis de forma Nue о prodit бейит ea ono 


utet. Som bs tror prora 2. у. а = 2 — у, Рима o maxims 
belio iz ção Дэй ayl > = 3) 


onis do petens, a fne 1,36 ex 
mina dentro do tmp inchado 3 2 Ó, 7 > Š, 
HM 
Revendo o sistema 
Jets ns 
Lin = ste 129 = 0, 


ine PROMLINAS PARA DETERMINAÇÃO ров VALORES DAS FUNÇÕES 23 


18 é a função tm ses máximo no ponto ($; ®]. Como no contorno do tin 
la tão. — O ete lus me a amita da tão, od 


° proa es máximo, quando + = é o valor máximo do 


memo sr ша D 


оныц. Esto problema poderia tor ado também sevi peto método do 
аал 


2034. Entre todos es paratelepipedos retangulares, de volume Y 
dado, achar aquele, coja Seperiidle total seja menor 

2035. Que dimensões deverá ter uma banheira retangular 
aberta, de volume V dedo, para que а sua superficie а Menor 
pum 

2036. Entre todos os tiânguos de perímetro igual a 2, achar 
o qe tem maior área 

2037. Achar o paralelepipedo retangular de área S dada que 
tenha o maior volume posted 

2038. Representar o número positivo a em forma de produto de 
quatro fatores positivos, cuja soria sea а menar possivel. 

2039. É preciso achar no plano XOY um ponto Mix.) t 
a soma des quadrados de suas distância аш acti veto Š 

se а menor posa, 

o de perimetro 29 dado, que, ao girar em 
torno um de seus lan шли ша oro de mar EG. 

2041. Em wm plano são dados três pontos materiais Pis xi), 
Biss уу, Буы Уу, cujas massas respectivas são mis mg, i QU 
родо devel «бри o ponto Pla.) para que o momchto quadrática 
[namento de inercia deste sistema de potis: en rei eo Ponto 
P isto é a soma mı PAP + m PpP + mP, P3) seja o menor posee? 

2042. Fazer passar um plano pelo ponto М(а hc) que Torme com 
os planos coordenados um tetraedro que tenta” o menor vol 
КЕ 

2043. Inscrever em um dipióde um paralelepipedo retangular 
que tenha o maior volume робу. a 

2044, Cicer diendo que deverá и um caixote 
retangular aberto, com страната dada dis paredes de Pea capa. 
cidade (tersa) V. para que em sua fabricação sci gasto а menor 
Samtidige possivel de materia 


E Catrina v коде ve mivensas чакич. 


2045. Em que ponto da elipse 
iU 

э tangente а ена forma com os eixos coordenados um triângulo de 
мата? 

2046*. Achar os eixos da elipse 

зе + му +з = 9. 

2047, Em uma esfera dada inscrever um cilindro саја superfície 
чш sje máxima nd 

2048, Os cursos de dois rios (dentro dos limits de uma deter 
таша septo] reprsebtum aproximadamente uma parábola > 

me ai nu Pp Lu D. Dovese uni estes Hie por шей de 
Tai canal reines que tea o menor comprimento pales Bor 
qus ponto devercnds trago? 

2049. Achar а distância mais curta do ponto M(1; 2; 3) à reta 
525 

Эке. Os pontos А e estão situados em diferentes meios óptico, 
separados un do өш por ша Haha reta (ig. TE] A veltidadt 
Prepagas da fur ad primeiro meio é igit a 9, e то segundo, 
e Pulido o “principio de Fermat, segundo o qual o rao 
Шо Se propaga Во oigo da liz AME, cujo percurso exige um 
tempo lao dee de да доно rio der 


1 


mam mas 


2051, Aplicando o “princípio de Fermat”, deduzir a ei de reflexão 
do raio de luz de um plano num meio homogéneo (fig. 73) 
20529. Se por um circuito elétrico de resistência R passa uma 
corrente J, a quantidade de calor que se desprende em uma unidade 
de tempo é proporcional a ТЁК, Determinar como deverá ser distribuída. 


а corrente I em 1, I, eT, por meio de três condutores de resistências 
Ri, By Ку respectivamente, para que o desprendimento de calor 
seja minimo 


$15. Pontos singulares de curvas planas 


1º Definição de pene singular. Um ponto Nis s) de uma curva ple 
dtr gh sr d tado de peso culos ө шы cidadãs atas ias 
ate M wa equa 

Sire sd =, ferum fieri 


Z Tipo principais de pontos lares. Sapoabamos que no ponto singular 
dodo М, e Breda de 2 orden 


4 fle sd Refer Co faros 
ño aja tadas ga а sro é que 
— m, 


6) 56 À > 0, M мий sm ponto tado (fa. 14) 

5 fà À «0, М sr за ondo pad! (pondo duplo) (ig. 73, 

© А = 0, M pode < um руне deseo de e рее (ig. 79, oe de 

psi e КУ lab aa JO dp i n 

Ao cler on problemas denta pato 4 obrigatória а entra das curvas- 

Exemplo 1, ооа que a curva уй — аш + эл wa: wa, pato nodal ac 
+ > Tas ponlo slo, ea 04 ып pone de resto de | eia s < E 

йй. Мене омо, е, 3) c ан 58 A, Achamos ы derivadas paria 
Шш 2 

pP 


pou 


Бие sistema tem ama дарен: O (0; 0) e N — 5 010 | prim as coordenadas 


do ponto N não satisfazer А oguação da curva dada. Isto, М um só ponto sin- 
СО 
“amos эс segundas derivadas e sens valare во ponto O: 


ГЕРУ 


porum LS 
por 


Pranto, 
Жа > O, ndo А < O eo ponto O é modal (70 
RIZO cao A SO co fonte 0 é io АЧ m 
mam Orman A Ce Ammo cn а и q мшу E 
"mesa Portanto, o ponto M ser um posto de severo de P espacio (ig. B). 


qua mome a. 


Determinar o caráter dos pontos singulares des seguintes curvas: 

ратите ера 

2. abya — ata — at 2056. Ji. 

2057. x° + — Залу = 0 (falha de Descartes) 

2058. ya — s) == 2º (cissóide). 

2059. (а? + y? = an? — y") (lemniscala), 

2060. (а + э) tom (a 

2061. (х* + y) (x 
es casos: 

Wah Dach Dash 

2062, Determinar como varia o caráter do ponto singular da 
curia yê (e = le — 8) (s — g) cm dependência des valores dea, 
Dore 


$16. Envolvente 


da 
ES 


Т ação da comente, Se уа anta de cc, Черди» deum pais 


КЕТТИ 


эме é Аел tem envolvonts, эл ações рагыз ема ão determi 
ЖШ oe moo do sera de egi 


йез = t, 

fü sd = a. 

Elimina o parâmetro x do sitema 1), teremos ua quação da forma. 

Е o 

Cones aa que а сита (2, oda formalmente (a chamada чите diri 
minan una to а reta a e pode tante am 


ite dons de dade fas que no iam pure de roles 
poer 


“o reli са problemas dette рат reomanta se consti 0 gritos, 
ена 1, Achar а envolvente da (айа de rear 
жена +у uno р = Өр = oat, 2 > 0. 
Sedução. Ема fami de retas dependo do paret а. Componot o sitema 
do ege (U 


w 


orietur d 


Эду ети step em são a x y, eme м spain armas 


sopes yapuna 


ES CAPITULO v UNEOES me DIVERSAS vastas 


Nl 
yp 
Den ea cores di Бада de ts una cita de ro p 
poorer em ve 


2063. Achas a envolvente da família de circunferências 


( é o parâmetro, р 
2168. Achar x envolvente da familia de circunferências de raio 
igual a R, cojos centros se encontrem no eixo OX. 
2066. Achar a curva que envolve um segmento de comprimento 1, 
quando sens extremos resvalam palos eixos das coordenadas. 
2067. Achar x envolvente da familia de retas que formam com 
os eixos das coordenadas o triângulo de drea constante S. 
2068. Achar а envolvente das elipses de drea constante S, cujos 
eixos de simetria coincidem. 


2070. A equação da trajetória percorrida por um projétil lançado 
desde ponto O, com velocidade inicial s, е formando wm 
Som o Horizonte (desprerando-se а resistência do ar), é 


ا 
onde g é aceleração da gravidade.‏ 
Tomando o ángulo а como parâmetro, achar a envolvente de todas‏ 


as trajetórias do projétil, situadas mum mesmo plano vertical {"pará- 
Bota de segurança”) (fig. 33). 


$17. Comprimento do arco da curva no espaço 


a, fd! da ac e uma curva о mojo em coordenadas cs ria 


PE ILE 
cl y. —— da comia. Se 
zr, этэ mto 
loss equações рагатая da curva no espaço o comprimento do aco no intervalo 

Ronei eiue T i e Pl jose 


AVE + 


2071—2076: 


anos ou re 


tdet 0 até tom 


2073, x = é cos š, у= # sen f, z — # de r= 0 até um valor 
arbitrário do 4. 


жи у= id des 


até x 


w самтдои, PUNGDES pe DIVERSAS VARIVES. 
2075. s 

3: 2). 
2076. y = азат & 

о ponto Mío 5) 
2077. 


. A posição de um ponto mum instante qualquer tt > 0) é 
determinada pelas equações” ia 


же yahi, z=.. 


Achar a velocidade média do movimento entre os instantes 1, = 1 
ED 


yy, 2xy = 9z do ponto (0; 0; 0) até o ponto M(3; 


За do ponto O (0; 0; 0) até 


$18, Função vetorial do argumento escalar 


и куп] Fat e 
sae] e E so wana эшда fra es ca coin Os. Oy е Or 
dei ad A 
s s کا‎ аи 
"өз 0000 dedo бу, ый, 


ENIRO 
ERE 
monct a RELA qas 
sda im 
ner pomada ie DUE 
PE E 
ІНІ rx 


nde э compimento do aro do ойдум, tomado desde um ponto initiat Em 
rice |E |= 1 


Se o parâmetro £40 tempo, SE mo 6 o eim da selado do extremo do 


D 


кине 1. О sos veror de um posto móvel d dado, em qualquer instante do 
tempo, pala equação 
РОТЕ o 
Determinar tato, velocidade u acerco do movimento, 
u 


2-4 у=, rua 
шайдо o tempo, er que a je do movimento é uma inha reta 
Deivasdo а expreto (1), achamos a velocidade do movimento 
ЕТСЯ 
é a нао do memo 
+ 


À pen da voce 6 igual а. 
1%) Nica wn 

Notes que accio é castanta e tem a seguinte grandeza 
[reser а 


2078. Demonstrar que a equação vetorial т — r, = (ra — ni) £ 
оле ту é ту Sã 05 ralos vetores de dois pontos dados é à quação 
e uma reta. 

2079. Determinar que linhas são os hodógrafos das seguintes 
funções “vetoriais: 

дута фе e) r=acost+b sen 
m RM d) r — a cosh £ + b senh f 
“onde a, b e e são vetores constantes, ao mesmo tempo que os vetores 
ас b são perpendiculares entre si 


m 


m CAMILO vi, vowetes De DIVERSAS variáveis 


2080. Achar a derivada de função vetorial da função a () = a(9 a, 
onde аб) é uma função escalar ed) tam vetor unia D me catt 
a qe ar a vr.) mie em comprime aant 
Sendo germdndico dos resultados obli (o КТЫ Esclarece о 
SO Aplicando as mrs Para a derivação de função vei 
produto misto de três воно vetoriais a bre e D 

2088, Achar а derivada em relação a0 parâmetro £, do volume 
do paralelepipedo construido sobre tras уйг 

Rob EPA bati Pk: e= — PL A Ad 

2083. À equação de um movimento é 

cos E 4) sem é, 

onde 4 o tempo. Determinar a trajetória deste movimento, a velo- 
cidade é а aceleração do mesmo, Construir a trajetória do movimento 
тз vetores da velocidade e da aceleração pata os instantes Pon 
iLife 

2094. A equação de um movimento é 

Te Bicos + ужа! + е 

Determinar a trajetória, velocidade e aceleração deste movimento 
À que so iguais a grandeza da velocidade c da actirago do movi 
mento e quis do suas direções nos instantes £ 0e £ = Š? 

2085. A equação de um movimento é 

+ = Ecos a cos a + J sen a cos w + k sen e, 

nde « e ш sto constantes e té o tempo. Determinar à trajetória 
de movimento, a grandeza e a direção da velocidade € a ойдо 


2086. A equação do movimento de wm projétil (desprezando-se 
a reli Do ad 6 " 


r=m— 


омета ты, t, ta) é а velocidade inicial. Achar a velocidade e a 
"mun Instante qualquer. 
2087. Demonstrar que se um ponto se move pela parábola y = 2° 


3 = 0 de tal forma que a projeção da velocidade sobre o eixo OX se 


mantém constante (Le 
constante. n 
2081. Um ponto situado na rosca de uma tarraxa, que se enrosca 
muma viga, descreve uma linha helicoidal * 
== acos в y = a sen B, z= A8, 


const), а aceleração também se manterá 


onde 0 é o ángulo de giro da tarraxa, а, o raio da mesma e &, a 
elevação correspondente ao giro de um radiano, Determinar a vdo- 
cidade do movimento do ponte 

2089. Achar a velocidade de um ponto da circunferência de uma 
roda de raio а, que gira com uma velocidade angular constante о 
de tal forma, que seu centro se desloca em linha reta com uma velo. 
cidade constante w- 


819. Triedro intrínseco da curva no espágo 


ds Rentas par t pm peso. 
ves loei (i at T Eum 


no plano celador MM M, no qual situamos o5 vetores 27. 


2 0 piano morma? МММ, perpendicular ao vetor SE e 


3) o piano rtfcade EMA, parpendicular aos dol primers planos 


As tg, sea sts pss fam ps, Da o NA; 9 < 
IDEST E caça 
ут E o da ge): 
E LE m de bem e 
Dm erar ppa) 


эв 
»N- 
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Os vetores unitários correspondentes 


N 
* = —: == y= — 


B 
ITI’ 181° INI 
podem ser calculados pelas fórmulas 


dr 
ii: v ; B-sxv. 


RE 
ds 
Se X, Y, Z são as coordenadas variáveis do ponto da tangente, as equações 
desta tangente no ponto М(х, y, 2) terão a forma 


—=— = D 


Т; Ty Т, 
onde T, = z, T,= 2 Tm E ; partindo da condição de perpendicularidade 
da reta e do plano, obtemos a equacáo do plano normal: 
TX — z) + Ty(Y — y) + T2 — 2) = 0. (2) 


Substituindo nas equações (1) е (2) Tz, Ty, Т, por Bg, By, B; e Na, Ny, Ng, obtemos 
as equações das retas binormal e normal principal e, respectivamente, dos planos 
osculador e retificante. 


Exemplo 1, Achar os vetores unitários principais t, v e fi da curva 
ret y=, za 
no ponto t= 1. 
Escrever as equações da tangente, normal principal e binormal neste ponto. 
Solução, Temos: 
+ = й + j + Әк 


# Ld + 21j + зак, 
dt 
ат 
— = 2j + 6. 
de 4T 
Portanto, para £= 1 obtemos: 
m= i+ 2j + 3k; 
di 
а ijk 
dr y 
В=—х——=|1 2 3|=6-— 6j + 2k; 
dt de d+ 2R 
026 
i jk 
N=BxT=|6 —6 2| = — 22 — 16j + 18k. 


1 23 


$ 19. TRIEDRO INTRÍNSECO DA CURVA NO ESPAÇO 245 


Assim, 
"itt, HE, vo — Mi — 8] + 9h | 
Vi4 vais V266 


Como para š = 1, temos я = 1, y = 1, z = 1, então 


são equações da tangente, 


são equações da normal principal. 
Se a curva no espaço é dada como a interseção das duas superfícies 


F(x, у, 2) = 0, G(x, y, 2) = 0, 


dr бт 
em lugar dos vetores ab a podemos tomar os vetores drídx, dy, d:) e 


d?r(d!z, dy, diz), podendo-se considerar uma das variáveis я, y, z como indepen- 
dente e supor que sua segunda diferencial é igual a zero. 


Exemplo 2. Escrever a equação do plano osculador da circunferência 
ALA B i =6, #+y+z:=0 (3) 


no ponto M(1; 1; — 2). 


Solução, Diferenciando o sistema (3), como se x fosse variável independente, 
teremos: 


z dx + y dy + z dz = 0, 
dx + dy + dz = 0 


45% + dy? + у d*y + й? + r d'a = 0, 
dy + dr = 0. 
Fazendo x = 1, y = 1, z == — 2, teremos: 


dy = — dz; dz = 0; 
dy س‎ 245, dam aa. 
3 3 
Portanto, o plano osculador é determinado pelos vetores 
(áx, —dx, 0) e fo. - ан, kel 


ou 


(1-10) e (0 — 1, 1). 


246 CAPÍTULO VI. FUNÇÕES DE DIVERSAS VARIÁVEIS 


Donde o vetor normal ao plano osculador é 


í jk 
B-|i —1 ol=-t-j-k 
0 —1 1 


e, assim, sua equação será 
= Ц#—)—{у—1]—{+2)=0, istoé x+y+2=0, 
como deveria ocorrer, já que nossa curva se encontra neste plano. 


2090. Achar os vetores unitários principais т, v, B da curva 
x=1— costi, y=sent, z=t 


no ponto £ = z. 


2091. Achar os vetores unitários da tangente e normal principal 

da espiral cómica 
r=e(icost+jsent+k) 

em um ponto arbitrário. Determinar os ângulos que formam estas 
retas com o eixo OZ. 

2092. Achar os vetores unitários principais т, v, B da curva 

y=* 2=2x 

no ponto x= 2. 

2093. Dada a linha helicoidal 

=a cost, y=asent, z= Ы, 

escrever as equações das retas que formam as arestas do triedro 
intrínseco em um ponto arbitrário desta linha. Determinar os co-se- 
nos diretores da tangente e da normal principal. 

2094. Escrever as equações dos planos que formam o triedro 
intrinseco da curva 

ху چ ا‎ = 6, xt— у? + 22 = 4, 

no ponto M(1; 1; 2). 

2095. Achar as equações da tangente, do plano normal e do plano 
osculador da curva 

х=} y=, z=ť 

no ponto M(2; 4; 8). 

2096. Achar as equações da tangente, da normal principal e da 
binormal num ponto arbitrário da curva 

A з n 


us =—, ge —. 


3 


х= 


Achar os pontos em que a tangente a esta curva é paralela ao plano 
x + 3y + 22 — 10 = 0. 
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2097. Achar as equações da tangente, do plano osculador, da 
normal principal e da binormal da curva 


ET =—t z= 
х=, y 1=5 
no ponto і = 2. Calcular os co-senos diretores da binormal neste ponto. 

2098. Escrever as equações da tangente e do plano normal às 
seguintes curvas: 
а) x= R cost, y = К sen £ cost, z = R sen t, quando z = 2 


(R >0); 

b) z= x? + y? x = y no ponto (1; 1; 2); 

c) x? + y? + 22 = 25, x + z = 5 no ponto (2; 2/3; 3). 

2099. Achar a equação do plano normal à curva ғ = x*— y?, 
y= x na origem das coordenadas. 

2100. Achar a equação do plano osculador à curva x = é, 
y=e*, z= t|/2 no ponto £ = 0. 

2101. Achar as equações do plano osculador às curvas: 

a) x? + y? + 22 = 9, x? — y? = 3 no ponto (2; 1; 2); 

b) x? = 4y, x? = 24z no ponto (6; 9; 9); 

€) x? + z2 = a?, у? + z? = b? em qualquer ponto da curva (ху, 
Уо» Zo). 

2102. Achar as equações do plano osculador, da normal principal 
e da binormal à curva 


у#= x, x*-zno ponto (1; 1; 1). 


2103. Achar as equações do plano osculador, da normal principal 
e da binormal à linha helicoidal cônica x = £ cos £, y = і sen £, 
z == bt, na origem das coordenadas. Achar os vetores unitários da 
tangente, da normal principal e da binormal, na origem das coorde- 
nadas. 


$20. Curvatura de flexão e torsáo 
de uma curva no espaco 


1º. Curvatura de flexão. Entende-se por curvatura de flexão de uma curva 
regular no ponto M, o número 
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onde q é o ângulo de giro da tangente (ângulo de contingência ) no segmento de curva 


MN е As, o comprimento do arco deste segmento de curva. R se chama raio de 
curvatura de flexão. Se a curva é dada pela equação T = r(s), onde s é o compri- 
mento do arco, então teremos: 


No caso em que a curva é dada em forma paramétrica geral, temos: 
dr dr 


FRE 
= a el, m 


2º. Curvatura de torsão. Entende-se; por curvatura de torsão de uma curva no 
ponto M, o número 


T= L = lim 28. , 
р A0 Às 
onde 0 é o ângulo de giro da binormal (ângulo de contingência de 2º grau) no seg- 


mento de curva MN. A grandeza p se chama raio de curvatura de torsão de 2º grau. 
Se Y = r(s), temos 


onde o sinal negativo é tomado, quando os vetores P ev têm a mesma direção, 


e 0 sinal positivo, em caso contrário. 
Se т = T(/), onde 2 é um parâmetro arbitrário, teremos: 


* (2) 


Exemplo 1. Achar as curvaturas de flexão е de torsão da linha helicoidal 
r=iacost+jasent+kbt (a> 0). 
Solução. Temos 
dr 


Ta o ds gent + J cos dedo, 
г 


r jacst-jasent, 
di* 


Z jasent-jacos!. 


as 
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Daí 
i j k 
dr dir 
u a7 — a sen f acost b| = û ab sen t — j ab cos t + ak 
—acost —asent O 
e 
— a sent acost b 
dr dr ar А 1 O| = 2% 
a ar ap | 5t cest ocê 


asent —acost O 


Portanto, baseando-se nas fórmulas (1) e (2), obtemos: 


1 alata а 

R (a? + 9232 > at + b 
e 

t ab — b 

eoo аа) e +b 


isto é, para a linha helicoidal as curvaturas de flexão e de torsão são constantes. 
3°, Fórmulas de Frenet 


Hal, du qb, LA A 
ds R ds R P ds P 


2104. Demonstrar que se a curvatura de flexáo é igual a zero em 
todos os pontos de uma linha, esta é uma reta. 

2105. Demonstrar que se a curvatura de torsão é igual a zero 
em todos os pontos, esta é uma curva plana. 

2106. Demonstrar que a curva 


х= 14 3428, y=2-U+58, :=1—Ё 


é plana; achar o plano em que se encontra. 

2107. Calcular a curvatura das linhas: 

а) x = cos f, y = sen £, 2 = cosh 1, quando £ = 0; 

b) х2 — y2 + 2 = 1, y5— 2x + 2:50 no ponto (1; 1; 1). 

2108. Calcular as curvaturas de flexão e torsão das seguintes 
curvas em qualquer ponto: 

a) x == ё cos f, y = ё sen d, z = 6; 

b) x= a cosh 2, y = а senh і, z = аё (a >0; linha helicoidal hi- 
perbólica). 

2109. Achar os raios de curvatura de flexão e torsão das seguintes 
linhas em um ponto arbitrário (x, y, 2) (os parâmetros são positivos): 

a) x? = 2ay, 3ے‎ = 6a; 

b) 13 = 3p?y, 2x2 = 4º. 
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2110. Demonstrar que as componentes tangencial e normal do 
vetor de aceleração w se expressam pelas fórmulas 
dv y 
в. = 270, Wy = V 
onde v é а velocidade; R, o raio da curvatura de flexão da traje- 
tória; t e v, os vetores unitários da tangente e da normal principal 
à curva. 

2111. Pela linha helicoidal ғ = i a cost + j a sen £ + bt k move-se 
uniformemente um ponto com velocidade v. Calcular sua acelera- 
ção ш. 

2112. A equação de um movimento é 

r = H + Pj + РК. 
Determinar nos instantes £= 0 e f = 1:1) a curvatura de flexão 
de trajetória e 2) as componentes tangencial e normal do vetor de 
aceleracáo do movimento. 


Capítulo VII 
INTEGRAIS MÚLTIPLAS 
E CURVILÍNEAS 


$1. Integral dupla em coordenadas retangulares 


1º. Cálculo imediato de integrais duplas. Chama-se integral dupla de uma função 
contínua f(x, y), sobre um recinto fechado e restrito S do plano XOY, o limite da 
soma integral dupla correspondente 


fpe. وه جه و‎ = tim D fos s Ashe T 
5) máx Лук-»0 


onde Ax = Jua — ži Ay = Укы — Ув € à soma se estende à aos valores de i e А 
para | os quais os pontos (x;; yy) pertencem ao campo S. 

^. Colocação dos limites de integração na integral dupla. Distinguem-se duas 
M principais de campos de integração: 

1) O campo de integração S (fig. 85) está limitado à esquerda e à direita pelas 
retas ж = # € x = x, (zx > яу}, enquanto que por baixo e por cima está limitado 
pelas curvas contínuas у = @,(z) (4B) e y = Фгх(СР) [95(4) > q,(*)], cada uma das 
quais é cortada pela vertical x = X(x, < X < xy) em um só ponto (ver a fig. 85). 
No campo 5 a variável x varia desde x, até x, еа variável y, quando x permanece 
constante, varia entre y, = p,(x) até y, == pa(+). O cálculo da integral (1) pode ser 
feito reduzindo-a a uma integral reiterada da forma 


я. Ф.х) 
ME y) dx dy = far í fi. y) ay, 
(5) Xi Ф.х) 


Фая) 


onde ao calcular | f(x, y) dy se considera х como grandeza constante. 


eo) 
2) O campo de integração S está limitado por baixo e por cima pelas retas у =y; 
e y = у, (yg > yı), enquanto que pela esquerda e pela direita está limitado pelas 
curvas contínuas x = Y, (y) (AB) e x = ф,(у) (CD) sly) = al, cada uma das 


quais é cortada em um só ponto pela horizontal y — Y (y, < Y <yy (fig. 86). 
Analogamente ao caso anterior, temos; 
no wb 
V Ha, 9) dx dy = (o { f(x, y dx, 
6) n Y 


WO) 
onde ao calcular a integral | f(x, y) dz se considera y como grandeza constante. 
LU 
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Se o campo de integração não pertence a nenhuma das formas anteriormente 
examinadas, procura-se dividí-lo em partes, de forma que cada uma delas corresponda 
a alguma daquelas formas. 


4-9) 


l 

I 

t 

I 

1 

' 

І X 
FIG. 85 FIG. 86 


Exemplo 1. Calcular а integral 
1 


ien 
Solução. 


ie 3E e g- ei 


Exemplo 2. Determinar os limites de integração da integral 


foe. y) ds dy, 
G 


se о campo de integração S (fig. 87) está limitado pela hipérbole y? — x? == 1 e pelas 
duas retas ж = 2 € 4 = — 2 (considera-se о campo que compreende a origem das 
coordenadas). 
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Solução. O campo de integração ABDC (fig. 87) está limitado pelas duas retas 
x= — 2 e x = 2 e por dois ramos da hipérbole 


=Vl+ 3ے‎ e y= —V1 + 2, 


isto é, pertence à primeira forma. Temos: 


Vira 
fpe. y) dx dy = | dx $ fis y) dy. 
9 = ya 


Calcular as seguintes integrais reiteradas: 


4 2 
2113. ja 2 + 2y)d 2114. jt š 
(te + 2y) dz. N T» 
0 0 
t 1 ad 2 z 2d 
2115. { dxl + š 2116. Vax ( 22. 
EL ШЕ 


2117. (o (x + 29) dx. 2118. [C { rdr. 
о 


-3 ye asen p 
т 
Y Зсовф 1 1-а 
2119, f de { Y sen g dr. 2120. { dx ) V1 — x: — yi dy. 
LJ 0 0 0 


Escrever as. equaçöes das linhas que limitam os campos a que 
se estendem as integrais reiteradas abaixo indicadas e desenhar 
estes campos: 


2 2-y з s49 
2121. {2 f f(x, y) dx 2122. faz f Ho. y) dy. 
-6 E 1 xz 
4 
4 10-y з 2 
2123. ja { Ho, y) dx. 2124. js f(x, y) dy. 
0 y 1 La 


3 


3 25-х? 2 2+2 
2125. (as | fe na. 2126. È dx Ñ f y) dy 
0 9 п 


-1 
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Colocar os limites de integração, em uma ou outra ordem, na 
integral dupla 


(Uia, 5) dx dy 
(9 
para os campos 5 seguintes: 
2127. S é um retângulo com vértices O(0; 0), A(2;0), B(2;1), 
C(0; 1). 
2128. S é um triángulo com vértices O(0; 0), A(1; 0), B(1; 1). 
2129. S é um trapézio com vértices O(0; 0), A(2; 0), B(1; 1), 
C(0; 1). 
2130. S é um paralelogramo com vértices A(1; 2), B(2; 4), С(2; 7), 
D(1; 5). 
2131. S é um setor circular OAB com centro no ponto O(0; 0), 
cujo arco tem seus extremos em A(1; 1) e B(—1; 1) (fig. 88). 
2132. S é um segmento parabólico reto AOB, limitado pela 
parábola BOA e pelo segmento de reta BA, que une entre si os 
pontos B(—1; 2) e A(1; 2) (fig. 89). 


FIG. 88 FIG. 89 


2133. S é um anel circular limitado pelas circunferéncias, cujos 
raios são r= 1 e К = 2 e cujo centro comum situa-se no ponto 
0(0; 0). 

2134. S está limitado pela hipérbole y? — x? = 1 e pela circunfe- 
rência x? + y? = 9 (considera-se о campo que compreende a origem 
das coordenadas). 

2135. Colocar os limites de integração na integral dupla 


(ta, vaz ay, 


45) 


Cito YE Tdi o6 v à 
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se o campo S está determinado pelas seguintes desigualdades: 
a) x20; y20; х Fy<l; d) y2x; x2—1; ysl; 
b) х2 + y?«a?; e) y&x&y + 24; 0<у<а. 
с) x2 + yx; 
Inverter а ordem de integração das seguintes integrais reiteradas: 


4 
216. joe y) dy. 2137. ja їл х, y) dy. 

a ya-ss a Yara 

2138. {4 { Дх, y) dy. 2139. (ar | f(x, y) dy. 
° ©® E 
2а Vier 1 1-y 

2140. (ах { Дх, y) dy. 2141. { 2 í J(z, y) dz. 
о Vis °  -yi-s 
1 Via 

2142. (ay f He, y) dx. 
NE 
вүз 
"2^ x R үк 

2143. { а} Дх, у)у+ { а f Дх, y) dy 

0 0 zn ° 


2144. e í Дх, y) dy. 


Calcular as seguintes integrais duplas: 

2145. j x dx dy, onde S é um triângulo cujos vértices são o(o ; 0), 
A(1; 1) e BO: 1) 

2146. (fe dx dy, onde o campo de integração S é limitado pela 


5) 
reta que passa pelos pontos A(2; 0), B(0; 2) e pelo arco de circun- 
feréncia de raio 1 que tem seu centro no ponto C(0; 1) (fig. 90). 


dx d 
2147. q + onde S é a parte do círculo de raio а com 


centro no ponto 0(0; 0), situado no primeiro quadrante. 
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2148. M yx — у? dx dy, onde S é um triângulo com os vértices 
nos pontos 0(0; 0), 4(1; —1) e B(1; 1). 

2149. M V xy = y? dx dy, onde S é um triângulo com os vértices 
nos pontos 0(0; 0), A(10; 1) e B(1; 1). 

2150. (бе? dx dy, onde S é um triângulo mistilineo ОАВ, limi- 


(9 
tado pela parábola у? = x e pelas retas x — 0, у = 1 (fig. 91). 


x dx dy А "PE 
2151. $ yr onde S é um segmento parabólico, limitado 
(9 


pela parábola у = z e pela reta y = x. 


Yi 
. B(0;2) Y 
BON) Als?) 
clo _ 
0 A(250) X 0 Y 
FIG. 90 FIG. 91 


2152. Calcular as seguintes integrais e desenhar os campos a que 
se estendem: 
x à-cosx = 
a) fax f у? sen ж йу; rd 
° \ 
T 
“a 


dy \ х? sen? y dx. 


x 
2 1 
4 
b) a $ ydy, 


Antes de resolver os problemas 2153—2157 recomenda-se fazer 
os desenhos correspondentes. 


e ГЕИ DE Fate 
Biblioteca Contras 
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2153, Calcular 2 integral dupla 


f xy? dx dy, 
G 
se S é um campo limitado pela parábola y? = 25x e pela reta x = p. 
2154*. Calcular a integral dupla 


q xy dx dy, 
(5) 
que se estende pelo campo $, limitado pelo eixo ОХ е pela semicir- 
cunferéncia superior (x— 2)? + у? = 1 
2155. Calcular a integral dupla 
dx dy 
q ZE 
(9 
onde 5 é um círculo de raio a, tangente aos eixos das coordenadas 


€ que se encontra no primeiro quadrante. 
2156*. Calcular a integral dupla 


fo az ay, 


(s) 
onde o campo S está limitado pelo eixo das abscissas e o arco da 


ciclóide 
{ x = R(t— sen t), 
y = R(1 — cost) (0«i«2n). 
2157. Calcular a integral dupla 


xy dx dy, 

(9 
onde о campo de integração 5 está limitado pelos eixos das coorde- 
nadas e pelo arco do astróide 


x= К соѕ?і, y= R sent (0 << 3): 


2158. Achar o valor médio da função f(x, у) = xy? no campo 
50<ғ<1; 0«y«1]). 


Indicação. Dá-se o nome de valor médio de wma função f(x, y) no campo $ 
ao número 


1 
Rh jj Де, y) de dy. 
[Б] 


2159. Achar o valor médio do quadrado da distância do ponto 
М(х, y) do círculo (x — a)? + y? « R? desde a origem das coordenadas. 


17—5199 
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$2. Troca de variáveis em integral dupla 


2º. Integral dupla em coordenadas polares. Quando na integral dupla se passa 
das coordenadas retangulares x, y para as coordenadas polares r, 9, relacionadas 
com as primeiras pelas expressões 
4=rcsp, У = 7 seng, 
verifica-se a fórmula 


(Vo y) dx dy = (f os e. r sen 9) r dr dg. (1) 
(S) G 


Se о campo de integração S está limitado' pelos raios r = а e r = B (a < B) e pelas 
curvas r = np) e 7 = ray), onde r,(9) е Yao) (ri(p)sr,(p)) são funções continuas 
uniformes no segmento «<p < B, a integral dupla pode ser calculada pela fórmula 


B rio) 
$ Fig. r)r dr dg = (ão { F(o, r) dr, 
(5) а ro) 


rato) 
onde F(p, r) = f(r cos g, r sen q). Ao calcular a integral \ Fly, ғ) r dr se considera 


nis) 
constante a grandeza р. i 
Se o campo de integração não pertence à forma examinada, deve-se dividi-lo 
em partes, de modo que cada uma delas represente um campo da forma dada. 
2º. Integral dupla em coordenadas curvilineas. No caso mais geral, se f(x, y) 
é contínua e na integral dupla 3 


f f(x, y) dx dy 


(5) 


se quer passar das variáveis x, у às variáveis м, v, relacionadas com aquelas através 
das expressões contínuas e diferenciáveis 


x=q(u, 0), y = (e, 0), 


que estabelecem uma correspondéncia biunívoca e contínua em ambos os sentidos, 
entre os pontos de campo S do plano XOY e os pontos de um campo determinado 
S' do plano UO'V, no mesmo tempo em que o determinante de Jacob 


к ду 
r= PED ے‎ ди du 
D(u, v) ôx ду 
w ә 
conserva invariável seu sinal по сатро 5, será válida a fórmula 


q fix, y) de dy = ђ Леби, o), pls, 09] | T | du dv. 
(9 (5) 


Os limites desta nova integral são determinados conforme as regras gerais, na 
base da forma que tenha o campo S’. 


Exemplo 1. Calcular a integral, passando às coordenadas polares 
$ VI ر چ‎ ds dy. 
(5) 


onde о сатро 5 é um círculo de raio R = 1, com centro na origem das coordenadas 
(fig. 92). 


FIG. 92 


Solução, Fazendo x = r cos 9, y — f sen q, obtemos: 
П-и уа уг (r ооз ф)# — (y sen Фф) = V1 — st. 


Como по campo S а coordenada » varia de 0 a 1, qualquer que seja o valor de g, en- 
quanto que q varia de 0 a x, temos 


2t 1 
MN Vi 2% — yh dx dy = fof rVI— dr -Ža 
(5) o o 
Passar às coordenadas polares + e 9 € colocar os limites de inte- 
Bragáo para novas variáveis nas seguintes integrais (f é uma função 
contínua): 
1 2 LÀ 


1 
2160. faf Ha, у) dy. 2161. fax SVF y)dy. 
0 o 0 0 
2162. M He, y) dx dy, 
(5) 
onde 5 é um triângulo limitado pelas retas y = x, y = — x, y = 1. 
1 t 
2163. V axV /[2 | ay. 
yenas 


17* 
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2164. M f(x, y) dx dy, onde o campo S: está limitado pela lem- 


(9 
піѕсаќа 
(a + yo = ах — у). 
2165. Passando às coordenadas polares, calcular a integral dupla 
V y dx dy, 


© 
onde S é um semicírculo de diâmetro 4 com centro no ponto 


с: 0) (fig. 93). 


Y 
л 
0 7 Х 
FIG. 93 


2166. Passando às coordenadas polares, calcular a seguinte in- 
tegral dupla 
fio + y!) dx dy, 
e 


que se estende ao campo limitado pela circunferência x? + y? = 2 ax. 
2167. Passando às coordenadas polares, calcular a seguinte integral 


dupla 

q үа? — 2* — y? dx dy, 

©) 
onde o campo de integração S é um semicírculo de ralo а com cen- 
tro na origem das coordenadas, situado sobre o eixo 0X. 

2168. Calcular a integral dupla da função f(r, q) = r sobre o 
campo limitado pela cardióide r = a(l + cos q) e pela circunfe- 
rência 7 = a. (Considera-se o campo que não contém o polo). 

2169. Passando às coordenadas polares, calcular 

a ye-s 
faz f Vx + y dy. 


0 0 


$3. CALCULO DAS ÁREAS DAS FIGURAS 261 


2170. Passando a coordenadas polares, calcular 


q Ja? — xt — y? dx dy, 
(5) 
onde o campo S está limitado por uma folha da lemniscata 


(+ y)? = )ي‎ — у) (x20). 
2171*. Calcular a integral dupla 
PUE F 
Wi-z-Eee 
(5) А 
que se estende ао campo S limitado pela elipse = + z = 1, passando 
a coordenadas polares generalizadas y e q segundo as fórmulas 


£ = rcos 2 — узец 
5 p 2 ө. 


2172**. Transformar a integral 


(es Y») dy 


(0 < « < B е c >0), introduzindo as novas variáveis « = x + y 
uu == 

2173*, Fazer a troca de variáveis u =x% + y, v= x — y na 
integral 


db al 

faz í Дх, y) 

° 0 
2174**. Calcular a integral dupla 


M dx dy, 
(5) 
onde 5 é um campo pog pela curva 
x 2 a? y 
а m] m mn 
Indicação. Fazer a troca de variáveis 
x =arcosy, y= br seng. 


§3. Cálculo das áreas das figuras 
1°. A-área em coordenadas retangulares. 4 drea de um campo plano S é igual a 


ár. S= MN dx dy. 
(5) 
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Se o recinto é determinado pelas desigualdades ax х, ф(х) <=у<ф(х), 
onde ф е y são contínuas, temos 


ь а) 
ár S = í dz { dy. 
а (а) 


2º. A área em coordenadas polares. Se о сатро 5 é determinado em coorde- 
nadas polares r e q pelas desigualdades a<p<f, Ox/(p)« < Еф). onde F e f 
Sao continuas, temos 


B FQ 
ar. s {ее = ha | т. 
(5) a fo) 


2175. Construir os campos, cujas áreas são expressas pelas seguin- 
tes integrais 


2 s+ a үгу 
je f dy; уђе b dx. 


Calcular estas áreas e trocar a ordem de integração. 
2176. Construir os campos, cujas áreas são expressas pelas inte- 
grais: 


arctg 2 3sccy a(t4-cos q) 


H 
a) j^ j rdr; “у” f r dr. 


Calcular estas áreas. 

2177. Calcular a área limitada pelas retas x = у, x = 2y, х + 
+y=a, x+ 3y =a (a>0). 

2178. Calcular a área da figura situada sobre o eixo OX e limitada 
por este eixo, pela parábola у? = 44x e pela reta х -+ y = За. 

2179*. Calcular a área limitada pela elipse 

(y — x? + х2 = 1. 
2180. Achar a área limitada pelas parábolas 
y=10x+25 e y? = — 6x + 9. 


2181. Achar a área limitada pelas seguintes linhas, passando às 
coordenadas polares 


а? y=2x х? + y2= 4x. y = x, y=0. 


2182. Achar a área limitada pela reta ? cos g = 1 e pela circun- 
ferëncia + = 2. (Considera-se a superfície que não contém o polo). 
2183. Achar a área limitada pelas curvas 


7 == 4(1 + созф) e r = асозф (a> 0). 


RJ 
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2184. Achar a área limitada pela linha 
а? py з y 
4 9] 4 9 
2185*. Achar a área limitada pela elipse 
(x — 2y + 3)? + (3x + 4y — 1)? = 100. 

2186. Achar a área do quadrilátero curvilíneo limitado pelos 
arcos das parábolas x? = ay, x? == by, y? = ax, у? = Bx(0 <a< b, 
0 < a < p). 

Indicação. Introduzir novas variáveis 4 e z, supondo 

aj = иу, у? = vx. 
2187. Achar а área do quadrilátero curvilíneo limitado pelos 


arcos das curvas y? = ax, у? = bx, xy = а, xy — B (0<a<b, 
0<a< 8). 


Indicação. Introduzir novas variáveis и e v, supondo xy = y y*- vx. 


$4. Cálculo dos volumes dos corpos 


O volume V de um cilindróide, limitado por cima pela superfície continua z = 
= f (x, y), por baixo pelo plano z = O e lateralmente pela superfície “cilíndrica reta que 
corta no plano XOY o campo S limitado, fechado e quadrado (fig. 94), é igual a 


V= MZ y) dx dy. 


¢) 


10:0:1) 


AfA ЛААЛ 
X 
FIG. 94 FIG. 95 


2188. Expressar por meio de uma integral dupla o volume de 
uma pirâmide cujos vértices são O(0; 0; 0), 4(1; 1; 0), B(l; 1; 0) 
e C(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar os limites de integração. 
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Nos problemas 2189—2192 é preciso desenhar os corpos, cujos 
volumes se expressam pelas integrais reiteradas: 
1 1—5 2-5 
2189. faz f (1— x—y)dy. 2190. (ax I (4— x — y) dy. 
0 0 9 
1 yi-s 


2101. ja ( (1— х) dy. 2192. 


2 


dx í (4 — x — у) dy. 


O tum o دا‎ 


0 0 2-x 
2193. Desenhar o corpo cujo volume é expresso pela integral 
a Vas 
rs | Ya* — 33— y3dy, e a partir de razões geométricas, achar 


0 

o valor desta integral. 

2194, Achar o volume do corpo limitado pelo parabolóide elíptica 
2=2xº + y! + 1, pelo plano x + y = 1 e pelos planos coordenados. 

2195. Um está limitado pelo parabolóide hiperbólico z = 
= x? — у? e os planos y = 0, z = 0, x = 1, Calcular o seu volume. 

2196. Um corpo está limitado pelo cilindro x? + 2º = a? e pelos 
planos y — 0, z — 0, y — x. Calcular seu volume. 

Achar os volumes dos ре limitados pelas seguintes superfícies 


(os parâmetros são itivos): 
2197. az = y, É pen pa, z = 0. 
2198. y = V x, y = 2 zx, x + z = 6, z = 0. 
2199. z = x? + yt, y = x}, y = 1, z= 0. 
2200. x + y + z = a, 3# ٣ول‎ = خي‎ e + رھ = ل‎ y =0, z= 0. 


2,2 b 
2201. 4-1 у= +, У = 0, 2 = 0. 


2202. x! + у? = 2ах, z = ax, z = Вх (а> В). 
Empregar nos problemas 2203—2211 as coordenadas polares e 
generalizadas. 
2203. Achar o volume total do espaço compreendido entre o cilin- 
dro x? + у? = а? e o hiperbolóide z? + y? — 22 = — a? 
2204. Achar o volume total do espaco compreendido entre o cone 
2(х% + y?) — 2 == 0, e o hiperbolóide x? + y? — 22 = — at, 
2205. Achar o volume limitado pelas superfícies 2az = x? + y?, 
x? + y? — z: = д2, z= 0 
2206. Determinar o volume do elipsóide 
BIG. 
a T » + eo s 
2207. Achar o volume do sólido limitado pelo — rabolóide 2az = 
=! + y? e pela esfera xš + у? + 22 = 3a? (Si ntende-se o vo- 
lume contido dentro do parabolóide). 
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2208. Calcular o volume do sólido limitado pelo plano XOY, 
pelo cilindro x? + у? = 2ax e pelo cone x° + y? = 22 

2209. Calcular o volume do sólido limitado pelo plano XOY, pela 
superfície z = ae- 6*7) e pelo cilindro х2 + у? = R*. 

2210. Calcular o volume do sólido limitado pelo plano XOY, 
pelo parabolóide z = E + F1 e pelo cilindro 5 + z =2 z . 

2211. Em que razão o hiperbolóide x3 + y? — 22 = a? divide o 
volume da esfera x*-- y? + 22<3a?? 

2212*. Achar o volume do sólido limitado pelas superficies 
z= x+ y, zy = 1, xy = 2, у= x, y 2x, 2— 0 (x20, y> 0). 


$5. Cálculo das áreas das superfícies 


A área с de uma superfície regular e uniforme z = f (x, y), que tenha como 
projeção no plano XOY um campo S, é igual a 


5 ELA 2 e e 
Ж IS) 
(9 

2213. Achar a área da parte do plano СЕ + = 1, compreen- 
dida entre os planos de coordenadas. 

2214. Achar a área da parte da superfície do cilindro x? + y? = 
= R*(2>0), compreendida entre os planos z-- mx e z—mx 
(m > 290). 

2215*. Calcular a área da parte da superfície do cone x? — y? = 22, 
situada no primeiro octante e limitada pelo plano y + z = a. 

2216. Calcular a área da parte da superfície do cilindro x? + у? = 
== ах, cortada do mesmo pela esfera x? + у? + z° = az. 

2217. Calcular a área da parte da superfície da esfera x? + y? + 
+ 2? = а?, cortada pela superfície = + L =1 (0<b< a). 

a 

2218. Calcular a área da parte da superfície do parabolóide 
y? + 22 = 2ax, compreendida entre o cilindro y? = ах e o plano 
X = а. 

2219. Calcular a área da parte da superfície do cilindro х? + 
+ y? = 2ах, compreendida entre o plano XOY e o cone ж? -+ у? = 22, 

2220*. Calcular a área da parte da superfície do cone x? — y? = 
= zz, situada dentro do cilindro x + y? = 244. 7 

2220.1 . Achar a área da parte do cilindro y? = Ах, cortada pela 
esfera x? + y? + 22 = 5x. 

2220.2. Achar a área da parte do cone z = Y x + y?, cortada pelo 
cilindro (x? + y3)? = a*(a3 — уз). Y i e 
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2221*. Demonstrar que as áreas das partes das superfícies dos 
parabolóides x? 4- y? = 242 e x? — y? = 2az, cortadas pelo cilindro 
x + y? = R?, são iguais. 

2222*. Uma esfera de raio a está cortada por dois cilindros circu- 
lares, cujas bases têm os diâmetros iguais ao raio da esfera e que 
são tangentes entre si ao longo de um dos diâmetros da mesma. Achar 
o volume e a área da parte da Superfície da esfera que sobra. 

2223*. Em uma esfera de raio a cortaram um orifício de base 
quadrada, cujo lado é também igual a a. O eixo deste orifício coincide 
com o diâmetro da esfera. Achar a área da superfície da esfera cor- 
tada pelo orifício. 

2224*. Calcular a área da parte da superfície helicoidal 


z= € arctg Z , situada no primeiro octante e que está compreendida 
x 


entre os cilindros x? + y? = а e x2 + y? = b° (0 < a < b). 


86. Aplicações da integral dupla à mecânica 


1º. Massa e momentos estáticos das lâminas. Se S é um campo do plano ХОҮ, 
ocupado por uma lâmina, e p(z, y) é a densidade superficial desta lâmina no ponto 
(+; y), então, a massa M da lâmina e seus momentos estáticos My e My em relação 
aos cixos OX e,OY são expressos pelas integrais duplas 


M = í els, y) dx dy, Мх = íf velz, y) dz dy, 
(9 (9 


My = $ «plz, y) dx dy. (1) 
9 


Se а lâmina é homogênea, então р(х, у) = const. 


2º. Coordenadas do centro de gravidade da lâmina. Se C (7,9) € o centro de 
gravidade de uma lâmina, temos 


onde M é a massa da lâmina e My, My, seus momentos estáticos em relação aos eixos 
a coordenadas (ver o 1º). Se a lâmina é homogênea, então nas fórmulas (1) pode-se 
fazer p = 1. 

3º. Momentos de inércia da lâmina. Os momentos de inércia de uma lâmina 
em relação aos eixos ОХ e OY são iguais, respectivamente, а 


Ix= V Y'p(x, y) de dy, Iy = q p(x, y) dz dy. (2) 
¿ 19 (5 
O momento de inércia da lâmina em relação à origem das coordenadas é 
n= (а + 3°) p(x, y) dx ду = Ix + Iy. (3) 
[5] 


Fazendo р(х, у) = 1, nas fórmulas (2) e (3), obtemos os momentos geométricos de 
inércia das figuras planas. 
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2225. Achar a massa de uma lâmina circular de raio R se sua 
densidade é proporcional à distância do ponto desde o centro e igual 
a 3 na borda da lámina. 

2226. Uma lámina tem a forma de triángulo retángulo com cate- 
tos OB = a e ОА = b; sua densidade em qualquer ponto é igual 
à distância do ponto desde o cateto OA. Achar os momentos estáticos 
da lámina em relação aos catetos OA e OB. 

2227. Calcular as coordenadas do centro de gravidade da figura 
OmAnO (fig. 96), limitada pela curva y = sen x e pela reta OA, que 
passa pela origem das coordenadas e pelo vértice A (2: 1) da sinu- 
sóide. 

2228. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura 
limitada pela cardióide 7 = a (1 + cos q). 

2229. Achar as coordenadas do centro de gravidade de um setor 
circular de raio a, cujo ángulo central é igual a 2a (fig. 97). 


FIG. 96 


2230. Calcular as coordenadas do centro de gravidade da figura 
limitada pelas parábolas y? = 4x + 4 e y? = — 2x + 4. 

2231. Calcular o momento de inércia do triángulo limitado pelas 
retas x + y — 2, x — 2, y — 2, em relação ao eixo OX. 

2232. Achar o momento de inércia de um anel circular de diâme- 
tro d e D(d < D): a) em relação a seu próprio centro e b) em relação 
a seu diámetro. 

2233. Calcular o momento de inércia de um quadrado de lado a, 
em relação ao eixo que, passando por um dos vértices, é perpendicular 
ao plano do quadrado. 

2234*. Calcular o momento de inércia do segmento interceptado 
da parábola y? = ax pela reta x = a, em relação à reta y = — a. 

2235*. Calcular o momento de inércia da superfície limitada pela 
hipérbole ху = 4 e pela reta х + y = 5, em relação à reta х =y. 

2236*. Em uma lámina quadrada de lado a, a densidade é pro- 
porcional à distancia até um de seus vértices. Calcular o momento 
de inércia desta lâmina em relação ao lado que passa por este vértice. 
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2237. Achar o momento de inércia da cardióide ғ = a(l + cos q) 
em relação ao polo. 

, 2238. Calcular o momento de inércia da superfície da lemniscata 

= 24º cos 2p em relação ao eixo, perpendicular ao plano da mesma, 

= passa pelo polo. 

2239*. Calcular o momento de inércia de uma lâmina homogênea 
limitada por um arco da ciclóide x = a(t — sen B, y = a(i — cost) 
e o eixo OX, em relação ao eixo OX. 


$7. Integrais triplas 


1°. Integral tripla em coordenadas retangulares. Chama-se integral tripla de 
uma função f(x, y, z), sobre um campo V limitado e fechado, o limite da soma 
tripla correspondente: 


$e. y.d dr dy dz = lim 252,2 fi yp а) АзАууАзь 
máxA«o0 3 F К 
(V) máx Дуј+0 
máx Àry>0 


O cálculo da integral tripla se reduz a calcular sucessivamente três integrais ordiná- 
rias (simples) ou calcular uma dupla e uma simples. 
Exemplo 1. Calcular 


I= D yz dx dy dz, 


onde o campo V é determinado pelas desigualdades 
0<x<1, 0<y<x, 0<2<xy. 
Solução, Teremos 


x 


Exemplo 2. Calcular 


2 2 
z Ama 


$ dx dy de -{== $ dy de $ ah Sy, dx, 


(Ӯ) (Sri) 


estensa 20 volume do elipséide 2. — L.X 
a 
Solução. 
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onde Sg, é a área da elipse 2 ph „1— Ж, x = const, igual a 
з a at 


per eis 
Cen P =we(1-3)- 


Portanto, temos definitivamente: 


2 

f f ar ay ae = zte 2(1 HN nat bo: 
a 15 

(V) -a 


2°. Troca de variáveis na integral tripla. Se na integral tripla 


f po y, a) dx dy dz 
(P) 
é preciso passar das variáveis x, y, z às variáveis и, v, w, relacionadas com as pri- 
meiras pelas igualdades x = p(t, v, w), y == (w, v, ш), 2 = x(w,v, ш), onde as 
funções q, Y, x: 
1) são contínuas, junto com suas derivadas parciais de 1º ordem; 
2) estabelecem uma correspondência biunívoca continua em ambos os sentidos, 
entre os pontos do campo de integração V do espaço OXYZ e os pontos de um 


campo determinado V’ do espaço UVW; 
3) o determinante funcional (de Jacob) destas funções 


dx dx 
do дш 
dy ду 
v дш 
д: дг 
$e дш 
conserva invariável seu sinal no campo V(%), quando é válida a fórmula 


Qe. y, 2) dx dy ds = Wee v, te), (w, v, w), x(u, v, wy] | Т | du dv dw, 
[14] (y) 


Em particular, 
1) para as coordenadas cilíndricas r, q, В (fig. 98), onde 


*=YC08Q, У =rsenp, 2 = h, 


ہے рів уд‏ ے 
Diu, v, w)‏ 


ôx 
зи 
1 2» 
du 
ez 
En 


obtemos que I = r; 
2) para as coordenadas esféricas q, i, r (ф é a longitude, ф é a latitude e r, 


o raio vetor (fig. 99)), onde 
ж == r cos ф cos g, y = r cos b sen g, z = r sen $, 
temos I == r? cos y. 
Exemplo 3. Calcular a seguinte integral, passando-a às coordenadas esféricas 
q VA + уі + 2? dz dy de, 
Mm 
onde V é uma esfera de raio R. 
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Minigsg) 


X 
FIG. 98 FIG. 99 
Solução. Para a esfera os limites de variação das coordenadas esféricas 9 (longi- 
tude), y (latitude) е r (raio vetor), serão: 
0<ф<2л, — т <y< E, 0<r<Rr 
Por isso, teremos: 
п 
т 2 Е 
M Va + y! + 22 dx dy dz =Ñ LA cos ф dr = п. 
(И) 0 _то 
2 
3”. Aplicações das integrais triplas. O volume de um campo do espaço tridi- 
mensional OXYZ é igual a 
V= « dx dy dz. 
[4] 


А massa do corpo que ocupa o campo V, 


M = Sí Y(s. y, 2) de dy de, 
(v) 


onde y(x, y, z) é a densidade do corpo no ponto (2: у; 2. 
Os momentos estáticos do corpo, em relação aos planos coordenados, são: 


Мұұ = ffe. Y, 1) z dz dy dz; 
(Y) 


Myz = M Y(t, y, z) ж dz dy de; 
n 


Мұх = 4 тб. y, 2) y dx dy dz. 
vi 


" 
E 
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As coordenadas do centro de gravidade 


p= Муг. y Mar qo Mx, 
M M M 


Se o corpo é homogêneo, nas fórmulas para determina as coordenadas do 
centro de gravidade pode-se supor y(x, y, 3) = 1. 
Os momentos de inércia em relação aos eixos coordenados são: 
1х= M (у? + 2%) y(x, у, 2) dx dy dz; 
[4] 
І = M (22 + z) ylz, y, 2) dx dy dz; 
(У) 
Iz= « (х2 + у?) Y(z, y, 2) dx dy dz. 
(У) 


Colocando nestas fórmulas y(x, у, 2) = 1, obtemos os momentos geométricos 
de inércia do corpo. 


A. Cálculo de integrais triplas 
Calcular os limites de integração na integral tripla 


M f(x, y, 2,) dx dy dz 
[4] 
para os campos V que se indicam a seguir: 
2240. V é um tetraedro limitado pelos planos 
x+y+z=1 x=0, y=0, 2=0. 
2241. V é um cilindro limitado pelas superfícies 
x+y = R, 2=0, z—H. 
2242. V é um cone limitado pelas superficies 
E 
b a 
2243. V é um volume limitado pelas superfícies 
z= 1—а4%— y, z= 0. 
Calcular as seguintes integrais: 
1 1 
dz 
р ттт 


i 


2 гү» 2 
2245. ye j^ | x dz. 
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dz 
yai —43— ya 


{у drdyde — 
3 
"7 (®+у-+ + 1) 
onde V é o campo de integração limitado pelos planos de coordenadas 
e pelo plano x + y + z = 1. 
2249. Calcular 
8 (z + y + 2)? dx dy de, 
(0) 
onde V é a parte comum do parabolóide 2а2> z? + y? e da esfera 
х? + у? + ے‎ > 342. 
2250. Calcular 
` M z? dx dy dz, 
(y) 
onde V é a рее comum das esferas x2 + у? + 22< R? e x° + 
+y? + 2 <2kz. 
2251. Calcular 
8 z dx dy dz, 
[L4] 


onde V é o volume limitado pelo plano z — 0 e pela metade superior 

ipsóide Ly Č E = 
do elipsóide = + + m 1. 
2252. Calcular 


V E a T 
W + p + al dx dy dz, 
(21 "TES 
onde V é a parte interna do elipsóide + + ES + » = 1. 
a 


2253. Calcular 


M zdxdy dz, 
wi 


onde V é o campo limitado pelo сопе 2 = 5 (x* + y?) e pelo 


plano z = А. 


ETI VEWRE A MM š Аз. 


do 
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2254. Calcular a seguinte integral, passando ás coordenadas ci- 


líndricas 
M dx dy dz, 


[4] 
onde V é o campo limitado pelas superfícies x? + y? + 2? = 2 Rz, 
x? + y? = z? e que contém o ponto (0; 0; R). 
2255. Calcular 
2 үш ша а 
je ps yz z\ <°: + y? dz, 
9 0 
transformando-a Келашеше em coordenadas cilíndricas. 
2256. Calcular 
2 Vira Vira 
faz f dy $ dz, 
° ўні 0 
transformando-a previamente em coordenadas cilíndricas. 
2257. Calcular 
R Үш а — ym-acy 
{ 2 { dy { (22 + y!) dz 
-R o VES o 
transformando-a previamente em coordenadas esféricas. 
2258. Passando às coordenadas esféricas, calcular a integral 


M Ve + y? + 2 dx dy dz, 
tv) 
onde V é a parte interna da esfera x? + y? + z*« x. 


B. Cálculo de volumes através de integrais triplas 


2259. Calcular através de uma integral tripla o volume do corpo 

limitado pelas superfícies 
у? = 4а? — Зах, у? = ax, z= + h. 

2260**. Calcular o volume da parte do cilindro x? + y? = 2ax, 
compreendido entre o parabolóide x? + y? = 2az e o plano XOY. 

2261*. Calcular o volume do corpo limitado pela esfera x? + y? + 
+ 22 = a? e pelo cone 2? = y? + y*(externo em relação ao cone). 
2262*. Calcular o volume do corpo limitado pela esfera x? + 
+ y? + 22 = 4 e pelo parabolóide x? + у? = 32 (interno em relação 
ao parabolóide). 


18—5129 
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2263. Calcular o volume do corpo limitado pelo plano XOY, 
pelo cilindro x? + y? = ax e pela esfera х? + у? + 22 = a? (interno 
em relação ao cilindro). 

2264. Calcular o volume do corpo limitado pelo parabolóide 


y n x 
aha e pelo plano x = a. 
2264.1. Achar o volume do corpo limitado pela superficie 
Bis P z P ot 
"RR “ш L a 
2264.2. Achar o volume do corpo limitado pelas superfícies 
= ر کو ر‎ m y n 
At Et =2, 0 (>0). 


ata a 


C. Aplicações das integrais triplas à mecânica e à fisica 


2265. Achar a massa M do paralelepípedo retangular 0< «<a, 
0<y<b, O<z<c, se a densidade no ponto (x, y, 2) € р(х, y, 2) = 
= gy +z. 

2266. Do octante da esfera x? + y? + 22<c?, x20, y>0,2>0, 
cortaram o corpo OABC, limitado pelos planos de coordenadas 


e pelo plano + = 1 (axe, b«c) 
a 


(fig. 100). Achar a massa deste corpo 
se sua densidade em cada ponto (x, y, z) 
é igual a cota do mesmo. 

2267*. No corpo de forma semi-es- 
férica x? + y? + 22<a?, 2>0, a densi- 
dade varia proporcionalmente à distân- 
cia do ponto ao centro. Achar o centro 
de gravidade deste corpo. 

2268. Achar o centro de gravidade 
do corpo limitado pelo parabolóide 
y? + 222 = 4x e pelo plano х = 2. 

2269*. Achar o momento de inércia FIG. 100 
do cilindro circular que tem por altura 
e por raio da base a, em relação ao eixo que serve de diâmetro da 
base do próprio cilindro. 

2270*. Achar o momento de inércia do cone circular que tem por 
altura À, por raio da base a e densidade p, em relação ao diâmetro de 
sua base. | 

2271**. Achar a atração que exerce o cone homogêneo de altura 
À e ângulo no vértice « (na seção axial) sobre um ponto material que 
tenha uma unidade de massa e que situe-se em seu vértice. 


H ^ 4 
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2272**. Demonstrar que a atração que exerce uma esfera homo- 
gênea sobre um ponto material externo não varia, se toda a massa 
da esfera se concentra em seu centro. 


$8. Integrais impróprias dependentes do parâmetro. 
Integrais impróprias múltiplas 
1º. Derivação pelo parâmetro. Cumprindo-se certas restrições que se impõem 


às funcóes f(x, а) e fa(x, x) e as correspondentes integrais impróprias se verifica a. 


regra de Leibniz 
o 


= {л a) dx = {хе a) dx, 
da 


Exemplo 1. Através da derivação pelo parâmetro, calcular 


Н ¿ga q 
——— dz (a> 0, B> 0. 
0 
Solução. Seja 
o 
е9 Ba 
f = dx = Fla, B). 
0 
Então 
o o 
ёна, P) = -Í де dy = ços = — zb 
да ! 25 
° 0 


Donde Fig, В) = — 5 Ina + C(B). Para achar С(В) fazemos а = B na última igual- 


dade, Temos 0 = — 5 n B + C (B). 


Daí C(B) = ^ In B. Portanto, 


Е 1 1 1 B 
Ка, B) = — In a + Ing = In— « 
(P 2 2 P 2 a 


2º. Integrais duplas impróprias. a) Caso em que o campo de integração é infinito. 
Se a função f(x, y) é contínua num campo infinito S, supõe-se 


(ue У) da dy = lim ME 9) dx dy, (0 
925 
(5) (e) 
onde с é um campo limitado e fechado, situado totalmente em Š sendo que с — 5 
significa que ampliamos o campo g segundo uma lei arbitrária de forma que neste 
entre e nele permaneça qualquer ponto do campo 5. Se o segundo membro tem limite 
e este não depende da escolha que se faça de o a integral imprópria respectiva 
recebe o nome de convergente, em caso contrário chama-se divergente. 


18* 


276 CAPÍTULO VII. INTEGRAIS MÚLTIPLAS E CURVILÍNEAS 


Se a função subintegral f(x, y) não é negativa (f(x, y)>0). para que а integral 
imprópria seja convergente é necessário e suficiente que exista o limite no segundo 
membro da igualdade (1), ainda que seja рага um sistema de campos с que comple- 
tem o campo S. 

b) Caso de uma função descontinua. Se a função f(x, у) é continua em todo um 
campo fechado e restrito S, com exceção do ponto P(a; b), supoe-se 


fue. 3) dx dy = lim ME ydxdy , (2) 
Land] 
(5) (Se) 

onde 5, é o campo obtido com a exclusão de S de um campo interno pequeno de 
diámetro s que contém o ponto P. No caso de existéncia do limite (2) que náo depende 


da forma dos campos internos pequenos excluídos do campo S, a integral considerada 
se chama convergente, enquanto que em caso contrário, é divergente. 

Se f(x, y) 20, o limite do segundo membro da igualdade (2) não depende da 
iorma dos campos internos exclnídos de S; em particular, na qualidade de tais 


campos podem tomar-se círculos de raio É com centro no ponto P. 
2 
O conceito de integrais impróprias duplas pode ser facilmente transferido ao 
caso de integrais triplas. . 
Exe mplo 2. Investigar 4 convergência da integral 


dxd 
f Zea id (3) 
(xa yn? 
($) 
onde S é todo o plano XOY. 
Solução. Seja æ um círculo de raio р com centro na origem das coordenadas. 
Passando-se às coordenadas polares, se f % 1, temos: 
a tot 
= {0 e MIO e = | dp tdr = 
(1 + a + yn (rr? 
to) о о 
2n 
( 1 (1 + rtp 
2 1-Р 
0 


a т 
бела 1— 


[bern — 1] 
? 


Se p < 1,0 lim Io) = lim Ј(о) = оо ea integral diverge. Se, ao contrário, p >> 1, о 
о>5 me 


lim I(o) == € a integral converge. Quando p = 1, temos 
eo = 
2п р 
rdr 
I(o) = = m Indl + р); 
t) = f ap = ru + рӯ 
9 0 
lim (б) = co, isto é, a integral diverge. 
eo 


Port anto, a integral (3) é convergente para p > f. 
2273. Achar f'(x), se 


eo 


Л) = (e dy (09. 


E 
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2274. Seja a função f(z) contínua quando zE(—oo, +00) e 
P 
a integral 


f | fa) | (1 + 22)72 dz converge demonstrar que a função 
+o 


2275. A transformação de Laplace F(p) para a função f(t) é deter- 
minada pela fórmula 


Е) =Í e flt) dt. 


0 
Achar F(2), se: а) /@)= 1; b) Д) =e™; с) ft) = sen Be; 
d) f(t) = cos Bz. 
2276. Aplicando a fórmula 
1 
I адк = (n0), 
calcular а integral 


j xin x dx. 


2277*. Aplicando a fórmula 


calcular a integral 


o 
| Pe dt. 
0 
Utilizando a derivação pelo parâmetro, calculaz as seguintes inte- 
grais: 


2278. y = dx (a>0, B>0). 
x 
° 


e 


2279. ( CZ- sen mx dt (a>0, 8>0). 
x 


oe g 
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in(! — = 


mad: (lel <1). 


К 

2280. f аеш ая qu 2281. i 
(1+ 23) 

° 0 


2282. í eu ЖАЙ” qu (a>0. 
x 
0 


Calcular as seguintes integrais impróprias: 

o © 1 y z 
2283. (ee ا‎ dy. 2284. (of? dx. 
0 0 
dx 


0 0 
2285. EE 


igualdades x21, y> x*. 


dy , onde S é um campo que se determina pelas des- 


d o ә m 
2286". jen a (>0. 

9 
2287. A integral de Euler — Poisson, determinada pela fórmula 


© © 
I= { e-* dx, pode ser também escrita na forma I = er dy. 


0 0 
Multiplicando entre si estas fórmulas e passando depois às coordenadas 
polares, calcular I. 


© o 


2288. Calcular Í ax al — > 
s (а + y ++ 22 + 1% 
о о 
Verificar se convergem as seguintes integrais duplas impróprias: 


2289**, { Inj/2? + y? dx dy, onde S é o círculo 2 + y?« 1. 


2290. RE » onde S é um campo que se determina pela 


desigualdade x? + y?>1 (“parte externa" do círculo). 


2291*. (( —* 9 onde S é o quadrado | x|« 1, | y[« 1 
Yo — у)? š 


2292. W EADEM , onde V é o campo que se determina 
z y z 


[ 
pela desigualdade x? + y? + z?2 1 ("parte externa" da esfera). 
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$9. Integrais curvilíneas 


1º. Integrais curvilineas de primeira espécie, Seja f(x, y) uma função contínua 
e у = Ф(5)[а< 25], a equação de uma curva regular determinada C. 
Construimos um sistema de pontos Mi(x;, y) (£ = 0, 1, 2, ..., м) que dividam 


a curva C em arcos elementares M;.,M, = As, e formamos a soma integral 


LA y 
Sn = Уул, э) As,. O limite desta soma, quando я — оо e máx As, — 0 recebe o 
iml 
nome de integral curvilinea de primeira espécie 


lim Ул. y) Аў = {л y) ds 


mer 
N с 


(ds é а diferencial do arco) е se calcula pela fórmula 
D 
Ue. y) ds = fro. eG» V1 + PE dx. 
с а 


Quando a curva С é dada em forma paramétrica: x = q(), у = ф(0 [a<t<Pp). 
temos: 


в 
pe. 3) ds = peo $t» Yo" + V^ (0 а. 
€ a 


São consideradas também integrais curvilíneas de primeira espécie de função 
de três variáveis f(x, y, 2), tomadas sobre uma curva no espaço, que se calculam 
analogamente. A integral curvilinea de primeira espécie não depende do sentido do 
caminho de integração. Se a função subintegral f é interpretada como a densidade 
linear da curva de integração C, esta integral representará a massa da curva C 


Y 
в 


0 А X 
FIG. 101 


Exemplo 1. Calcular a integral curvilínea 


eras 


onde С é o contorno do triângulo АВО, cujos vértices são A(1: 0), B(0; 1) e 
O(0;0) (fig. 101). 
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Solução. A equação de AB é: у = 1— x, а de OB: z = 0 еа de OQA: y = 0 
Portanto, teremos 


{е +a = Í ex28 ee a " f (+ y) ds = 
c AB Bo 0A 
1 1 1 
= (as + (yay + (rama + 1. 
0 0 0 


2º. Integrais curvilineas de segunda espécie. Se Р(х, y) e Q(x, y) são funções 
contínuas e y = p(*) é uma curva regular С que se percorre ao variar y de a até b, 
a integral curvilinsa de segunda espécie correspondente é expressa da seguinte forma: 


b 
f Pix, 9) dx + Qs 9) dy = (LPC ot) +90) Ola, 909045. 
с 


No caso mais geral, quando а curva С é dada em forma paramétrica: x = (1), 
y = (0, onde é varia de < até B, temos: 


(oe 3) ds + Qix, y) dy = (trea. $0) 90 + Q(e(), Y) 90) de. 

с a 
Fórmulas análogas são válidas para a integral curvilinea de segunda espécie tomada 
sobre uma curva no espaço. 

A integral curvilínea de segunda espécie troca 'seu sinal pelo sinal contrário ao 
mudar o sentido da forma de integração. Mecanicamente esta integral pode ser inter- 
pretada como o trabalho da força variável (P(z, y), Q(x, у)} correspondente, ao 
longo da curva de integração C. 

Exemplo 2. Calcular a integral curvilínea 


[orde ay, 


c 


onde C é a metade superior da elipse + = a cos f, y = b sen f, (a > 0,5 > 0), que se 
percorre no sentido dos ponteiros do relógio. 
Solução. Temos: 


° 
ratam (1® sen? £ (—a son ) + at cost £- cos 1] dim 
7 


c 
° 0 
= - {ает й + ab (cost di = Tap. 
т "T 


3°, Caso de diferencial exata. Se a expressão subintegral da integral curvilinea - 
de segunda espécie é a diferencial exata de uma função uniforme determinada 
О = U(x, y), isto é, Р(х, y) dx + Q(x, y) dy = dU(x, y), esta integral curvilínea 
não depende do caminho de integração e é válida a fórmula de Newton — Leibniz 


(zs; yo) 3 
Pla, y) dx + Qis, y) dy = Uy. уу) — Uo. yp), 0) 
iin) t 


Bibliote eca ca Central 
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onde (x,; у) € o ponto inicial e (z;; уз), o ponto final do caminho. Em particular, 
se o contorno de integração C é fechado, temos 


Ü л. nane ов. y dy = о. @ 
c 


Se 1) o contorno de integração C está compreendido totalmente em um deter- 
minado recinto simplesmente conexo S e 2) as funções P(x, y) e Q(x, y), junto com 
suas derivadas parciais de 1% ordem, são contínuas no campo S, a condição neces- 
sária e suficiente para a existência da função U é que se verifique identicamente 
em todo o campo S a igualdade 

3P 
2 a 


dx dy 
(ver integração de diferenciais exatas). Se as condições 1) e 2) não são satisfeitas, 
a subsistência da condição (3) não garante a existência da função uniforme U e as 
fórmulas (1) e (2) podem resultar errôneas (ver o problema 2332). Mostraremos 
um método para achar a função U(x, y) por meio de sua diferencial exata, baseado 
no emprego de integrais curvilíneas (isto é, um método mais de integração da dife- 
tencial exata). Como contorno de integração C toma-se a linha quebrada Р,Р,М 
(fig. 102), onde P,(x,; уд) é um ponto fixo e М(х; y) um ponto variável. Neste caso, 


FIG. 102 


ao longo de P,P, temos que y = y, e dy = 0, enquanto que ao longo de P,M temos 
que dx = 0. Obtemos: 


(=; у) 
Ub») Ute dm | Р.а + Qla dy = 
(oo) 
s y 
E í Ps, y) de + for. y) dy. 
So Yo 
Analogamente, integrando sobre a linha quebrada P,P ,M, temos: 
; Ё 
009) — Uis э) = |0 3) dy + $ Pla, y dx. 
Yo Se 
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Exemplo 3. (4x + 2y) dx + (2x — бу) dy = dU. Achar U. 
Solução. Temos Р(х, у) = 4x + 2y e Q(z, у) = 22 — бу; ao mesmo tempo 
que, evidentemente, cumpre-ce a condição (3). Seja 2, = 0 e y, = 0. Então, 


s y 
Ulz, y) "uas eee + e = ہے‎ +25) 39 +0 
0 0 


ou 
x 


U(x, y) -{- бу dy + (e + 2y) ax + C= — 3y? + 2x? + 2xy + C, 
0 0 
onde C = U(0; 0) é uma constante arbitrária. 

4º. Fórmula de Green para o plano. 1) Se C é o limite parcialmente regular do 
campo S e as funções P(x, y) e Q(x, y) são contínuas, junto com suas derivadas par- 
ciais de 1? ordem no trajeto fechado S + C é válida a fórmula de Green 


brecoo-$ 22 ا‎ dedy, 
dx ду 
c (S) 


onde o sentido do percurso do contorno C é escolhido de forma que o campo S 
fique à esquerda. 


5º. Aplicações das integrais curvilíneas. 1) 4 área limitada por um contorno 
fechado simples é igual a 
s--$»e =$ xdy 
c c 


(o sentido do percurso do contorno deve ser contrário ao movimento dos ponteiros 
do relógio). 
Mais cômoda para as aplicações é a seguinte fórmula: 


1 1 y 
S = = ф(х dy — y dx) = = 24| |. 
2$ К 24º (5) 
c c 


2) O trabalho de uma força, cujas projeções são X = X(x, y, 2), Y = Y(x, y, 2), 
Z = Z(x, у, z) (ou respectivamente, o trabalho de um campo de forças), ao longo 
do trajeto C, é expresso pela integral 


= [x ax + Y dy + Z dz. 


c 
Se a força tem potencial, isto é, se existe uma função U = U(x, y, г) (função 
tencial ou de força), tal que 


eU x, oU Y, dU 2, 
0x ду êo 
o trabalho, independentemente da forma do trajeto C, é igual a 
(Zar у» ы) б» Yo ы) 
A= Í Хах + Ydy + Zdz = { GU = U(z, ys 2) — U(x y» 21). 
(а. Yo fi) (yo n) 


onde (zy, уу, 21) € o ponto inicial e (zz, yz. 23) € o ponto final do trajeto. 
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A. Integrais curvilineas da primeira espécie 


Calcular as seguintes integrais curvilíneas (os parâmetros são 
positivos): 


2293. fo ds, onde C é o contorno do quadrado |x| + [y| = 


=4 (a> 0). 
2294. í PE 2588 , onde C é o segmento de reta que une entre 
Ve + у*+ 4 
si os ponta O (0; 0) e A(1; 2). 
2295. {ху ds, onde С é um quarto da elipse m+ = 1, si- 


с 
tuado no primeiro quadrante. 
2296. | у? ds, onde C é o primeiro arco da ciclóide x = a(t — 


€ 
— sent), y — a(1 — cost). 
2297. TEES у? ds, onde C é o arco da evolvente da circunfe- 


с 
rência x = a(cost + tsent), y = a(sent — £ cost) [0 < t < 2x]. 
2298. í (x? + y2)2 ds, onde C é o arco da espiral logarítmica 


[^ 
r = ае" (m. > 0) desde o ponto 4(0; a) até o ponto O(— оо; 0). 
2299. {е + y) ds, onde С é o laço direito da lemniscata 7º = 


c 
= а? cos 2g. 
3n 


2300. je 2) ds, onde С é um arco da curva x = £, у=’ 


с 
z=P0<i< | 


2301. = onde С é a primeira espira da linha helicoidal 


Yu yt à TET a 
x = a cos #, y = a sent, z = bt. 
2302. Es + 28 ds. onde C é circunférencia x? + y? + 2! = a, 
c 


o. 


r= 
2303*. Achar a área da superfície lateral do cilindro parabólico 
у=, limitada pelos planos z = 0, х = 0, z = x, y = 6. 
2304. Achar o comprimento do arco da linha helicoidal cônica 


x = ae cost, y = ae sent, z = ae desde o ponto 0(0;0;0' até o 
ponto A(a; 0; a). 
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2305. Determinar a massa de contorno da elipse = +2 = 1, 
a 
se sua densidade linear em cada ponto M(x, y) é igual a | y]. 
2306. Achar a massa da primeira espira da linha helicoidal 
X == 4 COS Î, y = a sen f, z = bt, se a densidade em cada ponto é igual 
ao raio vetor do mesmo. 
2307. Determinar as coordenadas do centro de gravidade do 
semi-arco da ciclóide 
x = а({ — sent), y = а(1 — cost) (O«2«] 
2308. Achar o momento de inércia em relacáo ao eixo OZ da pri- 
meira espira da linha helicoidal x = a cost, y = asent, z = bt. 
2309. Com que forca influe a massa M, distribuída com densidade 
constante pela circunferência x2 + y? = a?, z — 0, sobre a massa 
m, situada no ponto A(0; 0; 5)? 


B. Integrais curvilíneas de segunda espécie 
Calcular as seguintes integrais curvilíneas (os parâmetros são 
positivos): 
2310. f (4? — 2xy)dx + (2xy + y?) dy, onde АВ é o arco da 


AB 
parábola у = x? do ponto 4(1; 1) ao ponto B(2; 4). 
2311. Í (2a — y) dx + x dy, onde C é o primeiro arco da ciclóide 


с 
x = a(t — sent), у = a(1 — cost), percorrido no sentido de cresci- 
mento do parâmetro /. 
2312. í 2xy dx — x* dy, tomado ao longo de diferentes trajetos, 
04 
que partem da origem das coordenadas O (0; 0) e que finalizam no 
ponto 4(2; 1) (fig. 103): 


Y 
ciat) A2; 1) 
e ” 
Ü B(20 X 
FIG. 103 


a) sobre a reta OmA ; 
b) sobre a parábola On4, cujo eixo de simetria é o eixo OY; 
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с) sobre a parábola OPA, cujo eixo de simetria é o eixo OX; 
d) sobre a linha quebrada OBA; 
e) sobre a linha quebrada OCA. 


2313. I 2xy dx + х? dy nas mesmas condições do problema 2312. 
OA 


2314*. ctae EA , tomado ao longo da circunferéncia 
y 


а? + y? = а? no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio. 


2315. í y'dx + x*dy, onde C é a metadë superior da elipse x = 
с 
= 4 cost, y == b sen t, que segue no sentido dos ponteiros do relógio. 


2316. { cos y dx — sen x dy, tomado ао longo do segmento АВ 


AB 
da bissetriz do segundo ângulo coordenado, se a abscissa do ponto 
A é igual a 2 e a ordenada do ponto B igual a 2. 


2317. 0 A= 20) onde C é o laco direito da lemniscata 
д № + у 


T? = a*cos2e, que segue em sentido contrário ao dos ponteiros 
do relógio. 
2318. Calcular as integrais curvilíneas das expressões diferenciais 
exatas seguintes: 
@;з) 6:0 
a) { x dy + y dx, b) | x dx + y dy, 
ca 031 
an 


9 | (+ Nas a, 


(0; 0) 
(2;1) 
d) im (por um trajeto que náo corte o eixo OX), 
0:2) 
(iy) ах + dy . К 
е) i zy (por um trajeto que não corte a reta x + y — 0), 
43 
(23 
ins)» 
f) p(x) dx + p(y) dy, onde as funções ф(х) e p(y) são conti- 
а; з) 


nuas nos segmentos [x,, xa] e [ yy, Yı], respectivamente. 
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2319, Achar as funções primitivas das expressões subintegrais 
e calcular as seguintes integrais: 
(3,0 


a) { (x* + 4ху3) dx + (6325? — 555) dy, 


b) Í وو‎ (o trajeto de integração não é cortado pela 
A — y 


c) { ts (o trajeto de integração não é cortado pela 
4 + Y, 


a+ [seu(s о) 


2320, Calcular a integral 
Toss í x dx + y dy I 
Virar 
tomada mp sentido dos ponteiros do relógio, ao longo de um quarto da 
elipse | Е Z= = 1, que se encontra no primeiro quadrante. 
2321. Depositar que se f(x) é uma função contínua e С é um 
contorno fechado parcialmente regular, a 


$ He + у(х dx + y dy) = 0. 


с 
2322. Achar а função primitiva U, se: 
a) du == (2x + 3y) dx + (3x — 4y) dy; 
b) du = (3x? — 2xy + y?) dx — (х2 — 2xy + 3y?) dy; 
c) du = AH + x + y) dx + (1 — x — y) dy); 
d) du = BH 4 Z. 
ay +y 
Calcular as seguintes integrais curvilíneas, tomadas ao longo de 
curvas no espaço: 


2323. Í (y = 2) dx + (z — x) dy + (x — y) dz, onde C é uma espira 


c 
da linha helicoidal 


X == d COS t, 
у = a sent, 
z = bt, 


correspondente à variação do parámetro ż de 0 a 2 =. 
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2324. $ y dx + z dy + z dz, onde C é a circunferência 
с 


х = R cos a cos t, 
y = К cos a sen і, 
z = R sen a («= const), 
percorrida no sentido de crescimento do parámetro. 
2325. { xy dx + yz dy + zx dz, onde ОА é o arco da circun- 
0A 
ferência 
а + y? + 22 = Rx, z= x, 
situado do outro lado do plano X0Z, onde y > 0. 
2326. Calcular as integrais curvilíneas das seguintes diferenciais 
exatas: 
(6; 4; 8) (4;b;e) 
a) x dx + ydy—z dz, b) { yz dx + zx dy + xy dz, 
(1; 0; —3) (1511) 


0545 
xdxrydy zd 


c —— 
) Vara 
(0; 0; 0) 
t 
(i y 5) : Р " 
d) rds + sx dy + sy di (o trajeto de integração encontra- 


xyz 
(51,1) 


se no primeiro octante). 
C. Fórmula de Green 


2327. Através da fórmula de Green transformar a integral curvi- 
línea 


1=$V 2 + yds + уау + In(z +V2° + y] dy 
c 


onde o contorno C limita um campo S. 
2328. Aplicando a fórmula de Green, calcular 


1 = 82) + y? dx + (x + y) dy, 
F 


onde T é o contorno de um triângulo cujos vértices estão nos pontos 
All; 1), B(2; 2) e C(1; 3) e que é percorrido no sentido positivo. 
Comprovar o resultado obtido calculando a integral diretamente. 
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2329. Aplicando a fórmula de Green, calcular a integral 
$ — xy dx + xy? dy, 
é 


onde C é a circunferência x? + y? = R, percorrida no sentido con- 
trário ao dos ponteiros do relógio. 

2330. Pelos pontos A(1; 0) e B(2; 3) traçaram-se uma parábola 
AmB, cujo eixo coincide com o eixo OY e sua corda é AnB. Achar 


$ (x + y) dx — (x — y) dy diretamente, aplicando a fórmula de Green. 
AmBnA 


2331. Achar I ey? dx + (1-- xy) dy], se os pontos А e В estão 
AmB 
situados no eixo OX e a área limitada pelo trajeto de integração AmB 
e pelo segmento AB é igual a S. 


2332*. Calcular p . Examinar dois casos: 
№ + y? 
с 
a) quando а origem das coordenadas está fora do contorno С, 
b) quando o contorno rodeia n vezes a origem das coordenadas. 


2333**, Demonstrar que se C é uma curva fechada, então 


$ cos(x, n) ds = 0, 
с 


onde s é o comprimento do arco e я, a normal exterior. 
2334. Através da fórmula de Green achar a integral 


І = $ [x cos(X, n) + y sen(X, n)] ds, 
c 


onde ds é a diferencial do arco e 1 a normal exterior ao contorno C. 
2335*. Calcular a integral 


$ dx — dy 8 

с RENA 

tomada ao longo do contorno do quadrado que tem seus vértices nos 
pontos A(1; 0), B(0; 1), C(—1; 0) e D(0; — 1), com a condição de 


que o percurso do contorno seja feito em sentido contrário ao dos 
ponteiros do relógio. 


D. Aplicações da integral curvilinea 


Calcular a área das figuras limitadas pelas seguintes curvas: 
2336. Pela elipse x = a cost, y = b sen t. 
2337. Pelo astróide x == a cost, y = a sent, 
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2338. Pela cardióide х = a(2 cost — cos 24), у = a(2sen £—sen 21). 

2339*. Pelo laço da folha de Descartes 43 4+ y? — 3axy = 0 
(a> 0). 

2340. Pela curva (x + у)? = аху. 

2341*. Uma circunferência de raio + gira sem resvalar sobre outra 
circunferência fixa, de raio R, conservando-se sempre fora dela. Su- 


pondo que z seja um número inteiro, achar a área limitada pela 
L4 


curva (epiciclóide) que descreve um ponto qualquer da circunferéncia 
móvel. Analisar o caso particular em que + = № (cardióide). 

2342*. Uma circunferência de raio r gira sem resvalar em uma 
circunferência fixa, de raio R, conservando-se sempre dentro dela. 


Supondo que Е seja um número inteiro, achar a área limitada pela 
ls 

curva (hipociclóide) que descreve um ponto qualquer da circunfe- 

rência móvel. Analisar o caso particular em que 7 =: (astróide). 


2343. Um campo é formado por uma forca de grandeza constante 
F, que tem a direção do semi-eixo positivo OX. Achar o trabalho deste 
campo, quando um ponto material descreve no sentido dos ponteiros 
do relógio, o quarto de círculo x* + y? == R? que se encontra no pri- 
meiro quadrante. 

2344. Achar o trabalho que realiza a força de gravidade ao 
deslocar um ponto material de massa m da posição A(x,; уу; 21) 
até a posição B(x»; Yz; 2) (о eixo OZ está dirigido verticalmente 
para cima). 

2345. Achar o trabalho de uma força elástica, dirigida à origem 
das coordenadas, cuja grandeza é proporcional ao afastamento do 
ponto em relação à origem das coordenadas, se o ponto de aplicação 
desta força descreve, no Sentido contrário ao dos ponteiros do relógio, 
um quarto da elipse B t A = 1, situada no primeiro quadrante. 

2346. Achar a função potencial da força R ( X, Y, Z) e determi- 
nar o trabalho desta força no setor do trajeto dado, se: 

a) X = 0, Y =0, Z = — mg (força da gravidade) e o ponto 
material se desloca da posição A (ху, уу, ду) para a posição B(xs, Ye za) ; 


bx=-t, ¥<, 2= —“, onde u = const е 
5 p n 
r = x? + y* + 22 (força de atração de Newton) e o ponto material 
se desloca da posição A(a,'b, c) para o infinito; 
c) X = — Ах, Y = — k?y, Z = — k?z, onde А == const (força 
elástica), encontrando-se o ponto inicial de trajeto na esfera x? + 
+y+2= К? e o final na esfera х + y? + 22 = r(Rz» y). 


19—5129 
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$10. Integrais de superficie 


1º. Integrais de superficie de primeira espécie. Seja f(x, y, z) uma função contínua 
e z = ф(х, y), uma superficie regular S. 
A integral de superficie de primeira espécie representa o limite de soma integral 


^ 
(es. as = ка FÊ flen ж.а) AS, 
no € 
$ i=l 
onde AS, é a área de um elemento £ da superfície S, a que pertence o ponto (xy, 
Yi 4), sendo que o diámetro máximo destes elementos em que se divide a superfície, 
tende a zero. 

O valor desta integral não depende do lado da superfície S que se escolha para 
a integração. 

Se a projeção с da superfície S sobre o plano XOY é uniforme, isto é, que 
qualquer reta paralela ao eixo OZ corta a superficie S em um só ponto, a integral 
de superfície de primeira espécie correspondente pode ser calculada pela fórmula 


fue. .ر‎ = (r y, q(x, MYTE 92 (8.5) + еу (z, у) da dy. 
S [2] 
Exemplo 1. Calcular a integral de superfície 


(feet + 2 as 
5 


onde 5 é a superficie do cubo O<z< 1, 0<у<1, 0<z<1. 
Calculamos a soma das integrais de superficie tomadas sobre a face superior do 
cubo (z = 1) e sobre a face inferior do mesmo (z = 0): 


11 11 11 
enr ЕАИС 
00 00 00 


É evidente que a integral de superfície procurada será três vezes maior e igual a 


der +2 25 = 9. 


2º. Integral de superficie de segunda espécie. Se Р = Р(х, у, 2), Q = Q(x, y, 2) 
e R = R(x, y, z) são funções contínuas e 5+ é a face de uma superfície regular e bila- 
teral S que se caracteriza pela direção da normal mcos <, cos B, cos Y), a integral 
de superficie de segunda espécie correspondente é expressa da forma seguinte: 


(rea + Q ûr û + Ras dy = (| (P cosa +0 cos + R cos y) 25. 
s+ 5 
Ao passar para а outra face S- da superfície, esta integral muda seu sinal para 
o sinal contrário. 
Se a superfície S é dada de forma implícita, F(z, y, 2) = 0, os ,cossenos diretores 
da normal desta superfície são determinados pelas fórmulas 


1 0F 1 дЕ 
cos B , Cos ү = 


4 BF 
D ôx’ D ду D à 


—— + 


cos v 
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onde ` 


a 2 2 
AOS 
ex 2y дг 

е а escolha do sinal а ser colocado ante о radical deve ser feita de acordo com а 
face da superfície S que se tome. 

3º. Fórmula de Stokes. Se as funções P = P(x, у, z), Q = Q(z,y,) e R= 
= R(x, y, 2) têm derivadas contínuas e C é um contorno fechado e parcialmente 
regular simples, que limita uma superfície regular e bilateral S, tem lugar a fórmula 
de Stokes 


ôR  0Q ôP OR 
2 ax + o ay + r ae = i] — eosa = ( — Jose + 
ey Oz dz ôx 
S 


+ (2 -5) cos] 45, 


onde cos а, cos B, cos y são os cossenos diretores da normal à superfície S, devendo 
determinar-se a normal de tal forma que por parte desta o percurso do contorno C 
seja efetuado no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio (no sistema direito de 
coordenadas). 


Calcular as seguintes integrais de superfície de primeira espécie: 
2347. q (x? + y?) dS, onde S é a esfera х? + у? -+ 22 = a? 
) i 


2348. $ Vx? + y* 4S, onde S é a superfície lateral do cone 
5 


az а? m 
Calcular as seguintes integrais de superfície de segunda espécie: 
2349. \\ yz dy dz + xz dz dx + xy dx dy, onde S é a face externa 


Zo 3. 7 0 (0<zxb). 


5 
da superfície do tetraedro limitado pelos planos х = 0, y — 0, 
2=0, x + y + z = a. 


2350. E dx dy, onde S é a face externa do elipsóide 
s 


а? b с 


2351. íf а? dy dz + y? dz dx + 22 dx dy, onde S é a face externa 


5 
da superfície da semi-esfera x? + у? + 22 == a? (2>0). 

2352. Achar a massa da superfície do cubo 0 «x«1, 0<y<1, 
0<2<1, se a densidade superficial no ponto M(x; y; 2) é igual 
a хул. 

2353. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da 
cápsula parabólica homogênea az = a? + y? (0«z«a). 


19* 
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2354. Achar o momento de inércia da parte da superfície lateral 
do cone z = y x: + y? (0 <z <), em relação ao eixo OZ. 
2355. Através da fórmula de Stokes, transformar as integrais: 


a) Y (5 — yz) dx + (y? — zx) dy + (2 — xy) dz; 
с 


b) Q> dz + z dy + x dz. 
с 


Aplicando a fórmula de Stokes, achar as integrais dadas a seguir 
e comprovar os resultados calculando diretamente: 


2356. $ (y + z) dx + (z + x) dy + (x + y) dz, onde C é a circun- 
c 
feréncia 
№ фу +2 = а, x+ y+ z=0. 
2357. $ (y — 2) dx + (z — 2) dy + (x — 3) dz, onde C é a elipse 
c 


фу = 1, x+ z= 1. 
2358. $ х4 + (х + y) dy + (s + y + 2) dz, onde С é а curva 
ё 
х = аѕепі y=acost, z = a(sent + cost) [0 «£«2mn]. 


2359. у? dx + 2 dy + х? dz, onde ABCA é o contorno do 


ABCA 
AABC com os vértices nos pontos 4(4; 0; 0), В(0; a; 0), С(0;0; а). 
2360. Em que caso a integral curvilínea 


I=$ P dx + Qdy + Rdz 
с 


será igual а zero рага qualquer contorno fechado де С? 


$11. Fórmula de Ostrogradski — Gauss 


Se 5 é uma superfície regular fechada, que limita um V finito, e Р = Р(х, y, г), 
Q = Qiz, y, 2) e R = R(x, y, г) são funções continuas, junto com suas derivadas 
parciais de primeira ordem, no campo fechado V, tem lugar a fórmula de Ostro- 
gradshi— Gauss 


( {Р cosa + Q cos B + R cosy) as = (Ò (ZE 2 +) dx dy dz, 
de vi dx ду pi 


onde cos æ, cos B е cos y são os cossenos diretores da normal exterior à superfície S. 
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Através da fórmula de Ostrogradski— Gauss, transformar as se- 
guintes integrais de superfície, sobre as superfícies fechadas S, que 
limitam o volume V (onde cos a, cos Ё e cos y são os cossenos dire- 
tores da normal exterior à superfície S). 


2361. $ xy dx dy + yz dy de ¥ zx dz dx. 
2362. f x° dy de + y? dz dx + 22 dx dy. 


5 
2363. (emere кону дє, 
) Va + کچ + شیر‎ 


2364. MES cos a + 29 cos B + z cos +) as. 
5 


Valendo-se da fórmula de Ostrogradski— Gauss calcular as seguin- 
tes integrais de superfície (os parámetros sáo positivos): 


2365. \\ x? dy dz + y? dz dx + 2? dx dy, onde S é a face externa 
y y 


5 
da superfície do cubo 0 <x <a, O«y«a, 0<z <a. 
2366. q x dy dz + y dz dx + z dx dy, onde 5 é а face externa 
5 
da pirâmide limitada pelas superficies x + у + z = a, x = 0, у = 0, 
z= 0. 
2367. M x? dy dz + y? dz dx + 2º dx dy, onde S é a face externa 
s 
da esfera х? + у? + 22 = a*. 
2368. M (x? cos a + y? cos В + 22 cosy) dS, onde 5 é a face externa 
Ej 
completa do cone 
P y CEN 
= + D 0 [0<z<0). 


2369. Demonstrar que se S é uma superfície fechada e E uma dire- 
ção constante qualquer, então 


í cos(n, D 4S = 0, 


onde n é a normal exterior à superfície S. 
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2370. Demonstrar que o volume V, limitado pela superficie S, 
é igual a 


V = + [À (z cos a + y cos B + z cos ү) ds, 
5 


onde cos «, cos B, cos ү são os cossenos diretores da normal exterior 
à superfície S. 


$ 12. Elementos da teoria do campo 


1º. Campo escalar e campo vetorial.O campo escalar é determinado pela função 
escalas do ponto и = f(P) = f(x, y, z), onde Р(х, у, z) é um ponto do espaço. As super- 
fícies f(x, y, z) = C, onde С = const, chamam-se superfícies de nível do campo escalar. 

O campo vetorial é determinado pela função vetorial do ponto a = a(P) = a(r), 
onde P é um ponto no espaço e Y = xi + yj + zl é o raio vetor do ponto P. Na 
forma coordenada a = azi + ayj + ak, onde аз = az(x, y, 2), ay = ay(x, y, 2), 
а; = az(x, y, 2) são as projeções do vetor G sobre os eixos das coordenadas. As 
linhas vetoriais (linhas de força, linhas de corrente) do campo vetorial são dedu- 
zidas do sistema de equações diferenciais 

dx dy dz 


s ау а; 


O campo escalar ou vetorial independente do tempo f, chama-se estacionário, 
e o dependente, não é estacionário. 
2°. Gradiente. O vetor 
Фо o ди 
grad up=-Dis 97 j + Š“ k= çU, 
ox dy дг 


2 +k x é o operador de Hamilton (nabla), recebe o nome 


y 
de gradiente do campo derivado U = f(P) no ponto P (ver cap. VI, 8 6). O vetor 


grad U(P) £ 0 está dirigido pela normal и à superfície de nível no ponto P, no 
sentido de crescimento da função U e tem um comprimento igual a 


ou QUY асу гоу 
Ea) 
ón dx dy дг 
Se а direção no ponto Р é dada pelo vetor unitário E(cos a, cos B, cos y), então 
2U grad 0.1 grid; U Y ова E 
[71 dx dy 


(derivada da função U no ponto P na direção 1). 
3º. Divergência e rotação. Chama-se divergência de um campo vetorial derivado 
а(Р) = azi + ayj + ak, o escalar 


onde y = ê +j 
x 


cos B + DU eos y 
дг 


i: dax day да, 
div а = —— 4 4 = ya. 
x * ду + ex b 
Recebe o nome de rotação de um campo vetorial a(P) = azi + ayj --a,K o vetor 
rota = (22 __ даз e (eR Grava 
dy ez д: ёх ёх ду 
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4º, Fluxo do vetor. Denomina-se fluxo do campo vetorial contínuo a (P) 
através da superfície S, no sentido determinado pelo vetor unitário da normal 
mí(cos z, cos B, cos y) a esta superficie, a integral 


(an as = an as = (f az cos a + ay сов B + a cos y) as. 
5 5 5 


Se S é uma superfície fechada, que limita um volume V, em é o vetor unitário da 
normal externa à superfície S, será válida a fórmula de Ostrogradski—Gauss, cuja forma. 


vetorial ó 
$ аһ dS = NEZ dV. 


S (a 


5°. Circulação do vetor; trabalho do campo. A integral linear do vetor contínuo 
a sobre a curva parcialmente regular C é determinada pela fórmula 


ЕСА as ds = (as ax + ay dy + a, àz (1) 


e représenta o trabalho do campo @ ao longo da curva C(a, é a projeção do vetor а 
sobre a tangente a C). 


Se a curva C é fechada, a integral linear (1) se chama circulação do campo veto- 
rial a ao longo do contorno C. 

Se a curva fechada C limita uma superfície bilateral S, é válida a fórmula de 
Stokes, cuja forma vetorial é 


ga dr = $ n rota dS = $ (rot a), dS, 


onde n é o vetor da normal à superfície S, cuja direção deve ser escolhida de tal 
modo, que para o observador que olhe no sentido de n, o percurso do contorno C 
seja efetuado em direção contrária à dos ponteiros do relógio, quando o sistema de 
coordenadas é direito. 

6º. Campo potencial e campo solenoidal. Um campo vetorii a(r) chama-se 
potencial, se 


a = grad U, 


onde U = f(r) é uma função escalar diferenciável (potencial do campo). 

Para que um campo q seja potencial, dado em um campo simplesmente conexo 
que se deriva continuamente, é necessário e suficiente que G seja irrotacional, isto é, 
que rot q = 0. Neste caso existe um potencial U, determinado pela equação 


dU = az dx + ay dy + a; dz. 
Se o potencial U é uma função uniforme, temos Í adr = U(B) — U(A); 
Ав 
em particular, a circulação do vetor @ será igual а zero: ga ат = 0. 
c 
Um campo vetorial derivado a(r) chama-se solenoidal, se em cada ponto do 


campo div a = 0; neste caso o fluxo do vetor através de qualquer superfície fechada 
será igual a zero. 
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Se o campo é ao mesmo tempo potencial e solenoidal, então div (grad U) = 0 
e a função potencial U é harmônica, isto é, satisfaz a equação de Laplace 
PU ёи, ey Е a a Cid 
— — = 0, оп seja AU = 0, onde A = у? = — + — + — é o 
r ду? 05 ax* ду? дг 
operador de Laplace. 


2371. Determinar as superfícies de nível do campo escalar 
U = f(r), onde r = Vx? + y? + 22. Quais serão as superfícies de nível 
do campo U = F(p), onde p = y'a? + у? 

2372. Determinar as superfícies de nível do campo escalar 


U = arcsen — L —. 
Var; 

2373. Demonstrar que as linhas vetoriais do campo vetorial 
a(P) = с, onde c é um vetor constante, são retas paralelas ao 
vetor е. 

2374. Achar as linhas vetoriais do campo & = — wyi + «3j, 
onde e é uma constante. : 

2375. Deduzir as fórmulas: 

a) grad (CU + C,V) = C, grad О + C, grad V, onde C, e C; 
sáo constantes; 

b) grad (UV) — U grad V + V grad U; 

c) grad (U?) — 2U grad U; 

U — V grad U — U grad V . 

d) grad (7) = Zê 2 eer : 

e) grad p(U) = e'(U) grad U. 

2376. Achar a grandeza e a direção do gradiente do campo U = 
= x? -+ y3 -+ 28 — 3xyz no ponto 4(2; 1; 1). Determinar em que 
pontos o gradiente do campo é perpendicular ao eixo OZ e em quais 
é igual a zero. 

2377. Calcular o grad U, se U é respectivamente igual a: a) 7; 


b); с) +; d) ft) e- Y yt 2. 
2378. Achar o gradiente do campo escalar U = cr, onde е é um 


vetor constante. Quais serão as superfícies de nível deste campo e 
como estão situadas em relação ao vetor c? 


2379. Achar a derivada da função U = E +2 +5 em um 


ponto dado P(x, y, 2) na direção do raio vetor * deste ponto. Em que 
caso esta derivada será igual à grandeza do gradiente? 


2380. Achar a derivada da função U = l na direção {соз a, 
ГА 


cos B, cos ү}. Em que caso esta derivada é igual a zero? 
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2381. Deduzir as fórmulas: 

a) div (Ca, + Ca) = C, div a, + C, diva, onde C, e C, são 
constantes ; 

b) div (Ue) = grad U - e, onde е é um vetor constante; 

c) div (Ua) = grad U -a + U div a. 

2382. Calcular div (5) 


2383. Achar div a para o campo vetorial central a(P) = mt. 


onde 7 = [x° + y? + zi. 

2384. Deduzir as fórmulas: 

a) rot (Cia, + Саз) = C, rot a, + C, rot ap, onde C, e C, são 
constantes ; 

b) rot (Uc) = grad Ux e, onde e é um vetor constante; 

c) rot (Ua) = grad Uxa + U rot a. 

2385. Calcular a divergência e a rotação do vetor a, se @ é igual 
respectivamente a: а) r; b) re e c) Д) e, onde c é um vetor constante. 

2386. Achar a divergência e a rotacão do campo das velocidades 
lineares dos pontos de um corpo que gira com uma velocidade angu- 
lar o constante em torno do eixo OZ, em direção contrária à dos pon- 
teiros do relógio. 

2387. Calcular a rotação do campo das velocidades lineares v = 
=  Xr dos pontos de um corpo que gira com uma velocidade angu- 
lar e constante em torno de um determinado eixo que passa pela 
origem das coordenadas. 

2388. Calcular a divergência e a rotação do gradiente de um campo 
escalar U. 

2389. Demonstrar que div (rot a) — 0. 

2390. Usando o teorema de Ostrogradski— Gauss, demonstrar que 
o fluxo do vetor a = s, através de uma superfície fechada que limita 
um volume arbitrário 2, é igual ao triplo deste volume. 

2391. Achar o fluxo do vetor r através da superfície total do ci- 
lindro x? + y? « К, O «z«H. 

2392. Achar o fluxo do vetor a = x*i + yj + 2k, através de: 
a) superfície lateral do cone UD < ,Oxz«H; b) através da 
superfície total deste mesmo cone. 

2393*. Calcular a divergência e o fluxo da força de atração 


F=- = de um ponto de massa m, situado na origem das coor- 


denadas, através de uma superfície fechada arbitrária que envolve 
este ponto. 

2394, Calcular a integral linear do vetor r ao longo de uma espira 
q linha helicoidal x = R cost; y = R sen?; z= М, desde ¿= 0 
até 1 = 27. 
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2395. Pelo teorema de Stokes, calcular a circulação do vetor 
а = x*y5i + j + zk ao longo da circunferência x? -+ y? = К; z = 0, 
tomando em qualidade de superfície o hemisfério z = V Rš — 12— y? 

2396. Demonstrar que se F é uma força central, isto é, que está 
dirigida a um ponto fixo O e depende somente da distância 7 até 
este ponto: F = f(r)r, onde f(r) é uma função uniforme contínua, o 
campo será potencial. Achar o potencial U do campo. 

2397. Achar o potencial U do campo de gravitação que forma um 
ponto material de massa m, situado na origem das coordenadas: 


а= — = r. Demonstrar que o potencial U satisfaz a equação de 
Y 


Laplace AU — 0. 

2398. Verificar se os campos vetoriais seguintes tém potencial 
U e, caso tenham, achá-lo: 

a) а = (5x?y — 4xy) i + (332 — 2у)ј; 

b) rs A Mp k; 

с) а = (y + i+ (z + 2j (z + УК. 

2399. Demonstrar que o campo, central espacial a = f(r) r será 


solenoidal somente quando f(r) = a , onde Ё == const. 


2400. Será solenoidal o campo vetorial a = "(сх т), onde cé 
um vetor constante? 


Capítulo VIII 
SÉRIES 


$1. Séries numéricas 


1º. Conceitos principais. Uma série numérica 


© 
а + ag + + ап +. = D уйа (9 
n=i 
É convergente, se sua soma parcial 
Sg = a, + ag + ... + an 
em limite quando » — oo. O número S = lim S, recebe o nome de soma da série 
e o número fo 
Ra = 5 — Sy = алы + адь + o 
o de resto da série. Se o lim S, não existe, a série recebe o nome de divergente, 


no 
Se a série é convergente, о lim an = O (condição necessária Para a convergência ) , 
п < 


Mas a afirmação contrária não é correta. 

Para que a série (1) seja convergente é necessário e suficiente que para qual- 
quer número positivo e pode-se encontrar um N tal, que para n > N e para qual- 
quer número positivo p, é válida a desigualdade 


lang + Gn+z -F ... + aa pl E 


(critério de Cauchy ). 
A convergência ou divergência de uma série não se altera se acrescentarmos ou 
saprimirmos um número finito de termos. 


2”. Critérios de convergência e divergência das séries de termos positivos. 


a) І critério de comparação. Se 0 < a, S bn, a partir de um determinado я = mo 
e a série 


© 
bi + bg + o H bn + o = DO bn 2) 
n=1 
é convergente, a série (1) também será convergente. Se, pelo contrário, a série (1) 
é divergente, a série (2) também o será. 
Em qualidade de séries comparativas é muito cômodo tomar, em particular, a 
progressão geométrica 


Der «£9. 


n=0 
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que e convergente quando |g | < 1e divergente quando | ç |> 1, e a série harmônica 


x 


nel 
que é divergente. 
Exemplo 1. A série 
1 1 1 1 
Tec + ... 
rta 3:2 п - 21 
é convergente, já que aqui » 
1 1 
ад = < 
з+2%® 25 


e a progressão geométrica 
© 
1 
2 
n=l 2 


1 
cuja razão é q = гҮ é convergente. 


Exemplo 2. A série 


é divergente, já que seu termo geral Bus. é maior que o termo correspondente 1 
n n 
da série harmônica (que é divergente). 


b) IL critério de comparação. Se existe um lim J^ finito e diferente de zero 


поо bn 
(em particular, se an ~v bn), as séries (1) e (2) são convergentes ou divergentes simul- 
taneamente. 


Exemplo 3. A série 


é divergente, já que 


e a série cujo termo geral é X é divergente. 
"n 


Exemplo 4. A série 
1 1 1 
+... 
у-1їж—з 2-3 Ma 
é convergente, porque 
lim 11) во ё nd, 
no 122 — п 2^ 2 


e a série cujo termo geral é x é convergente. 
n 
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c) Critério de D'Alembert. Quando аң > 0 (a partir de um determinado s = s) 
e existe o limite 


a série (1) será convergente, se q < 1, e divergente, se q > 1. Quando q = 1,a con- 
vergéncia da série não fica esclarecida. 
Exemplo 5. Investigar a convergência da série 


1 3 5 23 —1 
Таз” a. + 
Solução. Temos 
2 _ 2 — 1 2541 
7 алт 2n4 
e 
1+1 
n 
la SL ig ED LT a 52а 
nom da nom Un — 1) 2 e | 1 2 
2n 


Portanto, a série dada é convergente. 
d) Critério de Cauchy. Quando a, > 0 (a partir de um determinado n = my) e 
existe o limite 


lim an =4, 


н о 
a série (1) é convergente, se q < 1, e divergente se q > 1. No caso em que q = 1, 
a convergência da série não fica esclarecida. 


e) Critério integral de Cauchy. Se an = f(n), onde a função f(x) é positiva, monó- 
tona decrescente e contínua quando x > а > 1, a série (1) e a integral 


o 


í f(x) dx 
a 
são convergentes ou divergentes simultaneamente. 
Valendo-se do critério integral pode-se demonstrar que a série de Dirichlet 
© 
1 
zs " (3) 
acl? 
é convergente, se р > 1, e divergente se p < 1. A convergência de muitas séries 
pode ser investigada comparando-as com a correspondente série de Dirichlet (3). 
Exemplo 6. Investigar a convergência da série 


1 1 1 H 
—— + — HITA + 
1-2 3-3 * 3.6 (29 — 1) 22 
Solução. Temos 
1 1 1 1 
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Como a série de Dirichlet é convergente quando ф = 2, baseando-se no II critério de 
confronto, pode-se afirmar que a série dada também é convergente. 
3º. Critérios de convergência das séries de termos positivos e negativos. Se a série 


la i+ lag + Гаа |+ <, (9 


formada pelos valores absolutos dos termos da série (1) é convergente, a série (1) 
também é convergente e recebe o nome de absolutamente convergente. Se, ao con- 
trário, a série (1) é convergente, enquanto que a (4) é divergente, a série (1) chama-se, 
então, condicionalmente convergente. 

Para averiguar se a série (1) é absolutamente convergente, podem empregar-se 
para a série (4) os já conhecidos critérios de convergência das séries de termos posi- 
tivos. Em particular, a série (1) será absolutamente convergente, se 
2 | < 1 ou lim Pan) < i. 


n> o 


lim 
пэ 


n 
No caso geral da divergência da série (4) não segue a divergência da série (1). Porém, 


se o lim ent > 1 ou lim Y | an | > 1, então será divergente não só a série (4), 
n+0 | An aco 

mas também a série (1). 
Critério de Leibniz. Se para uma série alternadà 


b; —b +b —b +. (bn > 0) (5 
são válidas as condições: 1) b, > b, > by > ...; 2) lim ba = 0, a série (5) é convergente. 
Para o resto da série Ry, neste caso, será válida a apreciação 
| £s | < bn44. 


Exemplo 7. Analisar a convergéncia da série 
n(n—1) 


Е (5) Е (5)+ (5) кеш ¡e o с 


Solução. Compomos а, série de valores absolutos dos termos da série dada: 
23 КЗЫ 4M n 
1 = = >| d+ te 
+( + + + end 


š LIB" п Е 1 1 
lim ) = lim lim =>» 
n0 2m — 4] now 2n— 1 mo,_1 2 


Como 


n 
a série dada é absolutamente convergente. 
Exemplo 8. A série 
Би iti — ... + — pen. 2 E 


é convergente, já que são válidas as condições do critério de Leibniz. Porém, converge 
não absolutamente (condicionalmente), já que a série 


14- Sq Sa a 
+З n 


é divergente (série harmônica). 
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Observação. Para que as séries alternadas sejam convergentes, nào é suficiente 
que sen termo geral tenda a zero. O critério de Leibniz afirma unicamente que a 
série alternada converge se o valor absoluto do termo geral da mesma tende a zero 
monotonamente. Por exemplo, a série 


1 1 1 H 1 1 
1 += = 3 e sss Fe 
52 R3 FR 
é divergente, apesar de que seu termo geral tenda a zero (a variação monótona do 
valor absoluto deste termo geral aqui, naturalmente, não é valida). Efetivamente, 
neste caso $ = 5; + Si, onde 


"E 1 1,1 1 
Sp= 14 +. + S = — —+..+— 
А 2*5 k. b: E+5 EIE 


€ o lim S£ = oo(S, é a soma parcial da série harmônica), enquanto que o lim S existe 
kro 


k>w 
e é finito (SZ é a soma parcial da progressão geométrica, que é convergente), portanto 
lim Sy = oo. 
ho 
Por outro lado, para que a série alternada seja convergente, não é necessário 
que seja válido o critério de Leibniz, já que a série alternada pode ser convergente, 
se o valor absoluto de seu termo geral tende a zero de forma não monótona, Assim, 
a série 
1 1 1 1 1 
2 з dq (2n — 19 Qn? 


zd 
é convergente, e mais, absolutamente, apesar de que o critério de Leibniz não é 
válido, já que o valor absoluto do termo geral da série, ainda que tenda a zero, 
não se faz monotonamente. 

4^. Séries de termos complexos. A série que tem por termo geral cn = ag + ibn 
(i é uma unidade imaginaria) é convergente, se, e somente se, são convergentes simul- 


e LÀ 
taneamente as séries de seus termos reais > ; ап e У ba, е neste caso 


azi = 

co co eo 

2) в = Y a + iY ba (6) 
mu 1 =1 si 


A série (6) é indubitavelmente convergente e se denomina absolutamente convergente 
se converge a série 


» len] = > Уа2 +2, 
LII n-l 


cujos termos sáo os módulos dos termos da série (6). 
5º. Operações com as séries. 


a) Cada um dos termos de uma série convergente pode ser multiplicado por 
um número qualquer k, se 


а + ag + --. + an + ...= S, 
Ba, + ka, + ... + Rag +... = kS. 
b) Entende-se por soma (diferença) de duas séries convergentes 
а + as +... + Ga + ... = S, (7) 
b + b, -H A (8) 


então 


a série corresponden te 
(а + 5) + (a; £ ba) +... + (аа E ba) + ... = S, + Sy. 
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c) Chama-se produto das séries (7) e (8) a série 
6, + 64 +- ... + en + ..., (9 
onde cn = айба + daba, + ... + бабу (n = 1,2,..). 
Se as séries (7) e (8) sáo absolutamente convergentes, a série (9) também o séra 
e sua soma será igual а S,S,. 
d) Se uma série é absolutamente convergente, sua soma não varia quando se 


altera a ordem de seus termos. Esta propriedade náo tem lugar quando a conver- 
géncia náo é absoluta. 


Escrever a fórmula mais simples do enésimo termo das seguintes 
séries, de acordo com os termos indicados: 


240. 1 LII 2402. LL L4 cbe 
2403.1 + ++ +... 2404. +++ 
2405. drtato +. 2406. 2+ + گ‎ + + 
2407. ltituts'x' zt 

2408. + CTI e 


2409. 1— 1-1— 1 43-1 — E... 

2410. RÍ +3 HESH 

Nos problemas n°s. 2411 — 2415 é necessário escrever os 4 ou 5 
primeiros termos da série, partindo do termo geral a, já conhecido. 


2411. a, = 52. 2412. а, = Mr, 
nyi n 
_ 2+(— D" _ 1 . 
2413. а, = EEE. 2414. an= 
E "m 
Ë + sen =) cos ил 
2415. a, = 


a! 


Investigar a convergência das seguintes séries, valendo-se dos 
critérios de confronto (ou do critério necessário): 


2416. 1 — 1-1 — d i EE. 
2417. š + i (5] ++ (5) dE I E ds 


2 y fx. 27 
2418. 3 d T LEES mL tes 
1 1 1 к (— pat , 
2419. ota Конуу К 
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2420. uu AA s 


221. L + -+4 r tante 
LM + EE 
2423. 2 ++ + E 

2 3 я 

1 1 1 
244. 1 + 7 ¿+77 + txt 

1,1,1 1 

tg eta =+ 


10r Ms y 
2426. DUNT an ^9 + "+ +... 


Empregando o critério de D'Alembert investigar a convergéncia 
das séries: А 


7. — 
242 m + zt ex ay te 

1,25 2.5.8 z= 
из. о FrEE t- E mS Fò 


idad o critério de Cauchy, investigar a TEE das 
séries: 


no луч! + nA 


2430. + + Ну +6) You (zc par m 


Эп — 1 
Investigar a convergência das seguintes séries de termos posi- 
tivos: 
2431.11 +h + tice 


m нт tet 


8 mi 
2433. titi te EET 
"EM {ы trt 
2435. + i-i 
2436. e eu са 


20—5129 
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rtp [6 >) + - j*- 


з 


nd" j+ MO +.) +. 


^n 
2439. l.í45 +. + mie 


22a 


аа 


1 21 з! n! 
2441. xs tas reter 


2442 1 + 2 AA Dec Em te 
1,13, 03:5 1-35... (2и — 1) 
Tem MEN CE ntt aon. TU 
une Qn , (p° (n 
2444. ata + 6! "eet (21) + 
2445. 1000 + 1000-1002 | 1000 - 1002-1004 (| 
1-4 1-4-7 
ЕЕЕ ИМ 
M 1-4-7... (95 — 2) i 
2 :5:8- 11-14... (69 — 7) (6n — 4) 
2446. D S $^ +i 5-9-13- 17... (8s — 11) (8n — 7) +- 
1 e 1:5-9.. (4н — 3 
247. 2 * 344.6 p 2-4-6-8- 10... (4% — 4) (4n — 2) + 
1, 0511, 1-11-21 , 1- 11-21... (105 — 9) 
248 ut 31 + 51 Fang (21 — 1)! Tons 
1-4 1-4-9 
o 1 3.571 3:3.7.9 ^7 + 
; 1-4-9... 
Tis ma? 
2 es а 1 
2450. DO arcsen „= 2451. 57 sen — . 
eo 1 o nti 
2452. 3 In (1 + + ç 2453.20 1n t 1, 
n=l ” a=l » 
= 1 a 1 
2495 2 265 Lie 
2456. 35 — 2457. Y; 


n=2 8 n?» s=2 n'han. nma 


§ 1. SÉRIES NUMÉRICAS 307 


o o 
1 
- 2459. — 
2458. De ERIT = 5 
о © 
1 
. [>> + 1. w ЫН EE 
2460 >= Vn(n + 1) (5 + 2) 246 Ml YE 
E { © y 
—— °` 63. ,ا‎ 
2462; 2 „ўн — Уж 2865 Lu D Gya- 1 
` т A n! 
2464. E(1— cos). 2465. D м. 
o eo 
2466. 6 2467. 5^ 20 , 
ис os? n=l n" 
2468*. 55 7L. 
am] n” 


2469. Demonstrar que a série » : 


я22 mP ln ly * 


1) é convergente, qualquer que seja q, se p > 1 e quando ç > 1, 


se фо== 1 


sep 


2) é divergente, qualquer que seja q, se ó < 1 e quando q < 1, 


Verificar a convergéncia das seguintes séries alternadas. Se sáo 


convergentes, provar se o são absoluta ou condicionalmente. 


20* 


2470. 1545 — EE + 
2471. -gt н 
2472.1 — Flur uc cam bes 
2473. SS 
tt tm + 
"T 

2475, ې‎ +) Lee 

+) TEL +... 


m+ DV/a+ 1— 1 
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m of re eene 
а 
MNA 
2480. — + m +. ЮР Pini 

2481. = (— a 2482. > ( 1) tg == 


2483. Certificar-se de que o critério de convergéncia de D'Alem- 
bert náo resolve o problema de esclarecimento da convergéncia da 


serie > a,, onde 
pal G 


2k-1 2k 
41 a? 4a = ) = 1, 2,...), 


enquanto que usando o critério de Cauchy pode-se estabelecer que 
esta série é convergente. 

2484*. Certificar-se de que o critério de Leibniz não é aplicável 
às séries alternadas a) —d). Comprovar quais destas séries são diver- 
gentes, quais convergentes condicionalmente e quais absolutamente 
convergentes: 

1 1 1 1 1 1 
d a-r үйүт y8-i Vini V-a Үй! 


+... 


1 1 
(es rr “® - qund 
1 1 1 1 1 
DI gag Fae gs t7 


= 1 vc i . 
[= г, а = — wu]: 
1 1 1 1 1 
festa a t 
ga sl ta =-1); 
(ж = 2k — 5): 
gi-irtl-itn-t- 


1 1 
Qu == ——— as = س‎ . 
(в тъ xi =) 
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Investigar a convergência das seguintes séries de termos complexos: 


2485. DLE. 2486. AE. 
2487. Bor 2488. 32. 
2489. M . 2490. Te 
5 Ë 
2491. 27 mST 2492. x ca 


2493. Entre as curvas y =š ey= =, À direita de seu ponto 
x 


de intersegáo, construiram-se segmentos paralelos ao eixo OY e que 
mantém entre si distáncias iguais. Será finita a soma dos comprimen- 
tos destes segmentos? 

2494. Será finita a soma dos comprimentos dos segmentos de que 


se fala no problema anterior, se a curva y — 1. for substituída pela 
x 


15 
curva у = —? 
x 


© o 
2495. Formar a soma das séries y; Lt” It es tor x- uie 
n=l =1 
Será ela convergente? j 


o 
2496. Formar a diferença das séries divergentes Dn e 
=] 4" — 
e A nal 
ne investigar sua convergência. 
lin 


2497. Será convergente a série formada pela diminuição dey š : 1 
* п=1 п — 


o 
da série 2Z, 1, 
n=l A 
2498. Encontrar duas séries tais, que sua soma seja convergente 
e sua diferença divergente. 


a ma 

499, Е — ——. 

2499, Formar o produto das séries 2 E e D yd Será ele 
convergente? 

š 1,1 1 : А 

2500. Formar a série (1 + o +. + za + " . Será ela 
convergente? 

2501. É dada a série — 1+ => b + © +... Avaliar 

п 


c valor do erro que se comete ao substituir a soma desta série pela 
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soma dos quatro primeiros termos e pela soma dos cinco primeiros 
termos. Que se pode dizer sobre os sinais destes erros? 
2502*. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da 


série 
3 3 я 
Parere rs 


pela soma de seus # primeiros termos. 
2503. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da série 


1 1 1 
laici 


pela soma de seus я primeiros termos. Em particular, avaliar a exa- 
tidão desta aproximação quando я = 10. 

2504**. Avaliar o erro que se comete ao substituir à soma da 
série 


ІА. 


pela soma de seus * primeiros termos. Em particular, avaliar a exa- 
tidão desta aproximação quando n = 1000. 
2505**. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da 


série 
2n-2 


1}? 1} 1 
1+2(4) +3(4) + ..+ n(1] SED 
pela soma de seus z primeiros termos. 
(=D 


eo pl 
2506. Quantos termos da série DP)  é preciso tomar para 
nal n 


calcular sua soma com precisão de até 0,01, ou de até 0,001? 
o 


2507. Quantos termos da série)? ——" — 
nat (2n + 1)5" 

para calcular sua soma com precisão de até 0,01; 0,001 ou 0,0001? 
2508*. Achar a soma da série- L+ g 53 rn A E. 


2:3 n(n + 1) 
2509. Achar a soma da série 


Yz dz —12--dz—-Y24 +U z— VƏ +... 


"n H 
é preciso tomar 


82. Séries de funções 
2º, Campo de convergência. O conjunto dos valores do argumento x, para os 
quais a série de funções 
f) + AO) +. + fab) + a (p 
é convergente, chama-se campo de convergência desta série. A função 
S(s) = lim Sa(4), 
пэ о 
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onde S,(2) = f,(z) + f,(z) + ... + fa(x), e z pertence ao campo de convergência, 
recebe o nome de soma da série е Р(х) = S(x) — Sa(x) o de resto da série. : 
Nos casos mais simples, para determinar o campo de convergência da série (1) 
basta aplicar a esta série os conhecidos critérios de convergência, considerando x fixo. 
Exemplo 1, Determinar o campo de convergência da série 
s+i +D , (x 4- 13 (x + 1)» 
وم ام اوک‎ n 2 
1.2 + 2.2 + 3-23 ne2. e 
Solução. Chamando de us o termo geral da série, teremos 
a 
tim mal im [x + 1194 2% EES 
»- [un] нә 2e + D [а + 118 2 
Baseando-se no, critério de D'Alembert pode-se afirmar que a série é convergente 
(sendo absolntamente convergente), se ltil 


< 1, isto é, se ~ 3< z< l;a 


série é divergente, se Î > y, isto é, se — oco < z< — 3 ou Í < z < oo 


(fig. 104). Quando x = 1 obtém-se a série harmônica 1 + iti +... que (de 


acordo com o critério de Leibniz) é convergente (porém, não absolutamente). 
Isto é, a série converge quando — 3 < x < L. 


Convergente 
Divergente ЕА Divergente 
3 + 0 1 P4 
FIG. 104 


2º. Séries de potências. Para toda série de potências 
%+ {ж — а) + cale — a)? + ... + саба — а)" + ... (3) 


{сп e a são números reais) existe um intervalo (intervalo de convergéncia)|x— a | < R 
com centro no ponto + = a, em cujo interior a série (3) é absolutamente convergente ; 
quando | z — a | > R a série é divergente. O raio de convergência R pode ser, em 
casos particulares, igual a 0 e a oo. Nos pontos extremos do intervalo de convergência 
x=a+ R pode ter lugar tanto a convergência, como a divergência da série de 
potências. O intervalo de convergência é determinado geralmente por meio de critérios 
D'Alembert e de Cauchy, aplicando-os à série formada Pelos valores absolutos dos 
termos da série dada (3). 
Aplicando à série de valores absolutos 


Га 1+ lalix—al- ... + la lix—a]* + ... 


os critérios de D'Alembert e de Cauchy, obteremos respectivamente as seguintes 
fórmulas para o raio de convergéncia da série de poténcias (3) 


R= 


1 

e R=limi—|. 
lim Fica | т> | сві | 
"no 
No entanto, deve-se usá-los com muito cuidado, 
que figuram nos segundos membros destas fórm: 
se um conjunto infinito de coeficientes 
a série consta somente de termos de 


já que frequentemente os limites 
ulas não existem. Assim, por exemplo, 
©һ se anula (o que, em particular, ocorre quando 
potências pares ou somente de potências impares 
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de (x — a)), não podem ser empregadas as fórmulas indicadas. Devido a isto reco- 

menda-se que ao determinar o intervalo de convergéncia, se empregue o critério 

de D'Alembert ou de Cauchy diretamente, como se fez acima ao investigar-se a. 

série (2), sem recorrer-se às fórmulas gerais de determinação do raio de convergência. 
Sez = x + iy é uma variável complexa, para a série de potências 


Lo + &(z — z) + Calo — zq)? + ... + en (e — 20)" + ... (4 
(cn = an + iba, Zo = zç + iyo) existe um determinado circulo (círculo de convergencia ) 
|z — 2, | < R com centro no ponto z = z,, em cujo interior a série é absolutamente 
convergente; quando | z — zç | > Р, a série é divergente. Nos pontos situados na 
mesma circunferência deste circulo de convergência, a série (4) pode ser tanto con- 


vergente como divergente. O círculo de convergência é determinado, em geral, através 
dos critérios de D'Alembert e de Cauchy, aplicados à série 


151+ 14 1-12 51+ Ill Poco + lalola M4... 


cujos termos são os módulos dos termos da série dada. Assim, por exemplo, utilizando 
o critério de D'Alembert é fácil observar que o círculo de convergência da série 


rl (+) (+ 03 (z4- DF 
+. 
12 т.а Ts Tem 


determina-se pela desigualdade |z + 1| < 2 (é suficiente repetir as operações feitas 
na pag. 310 para determinar o intervalo de convergência da série (2) e substituir x 
por з). O centro do círculo de convergência está no ponto z = — 1, e o raio R deste 
círculo (raio de convergência) é igual a 2. 

3º, Convergência uniforme. A série de funções (1) converge uniformemente num 
intervalo determinado, se para qualquer e > 0, pode-se achar um N tal, que não 
depende de z, que quando n > N, para todos os valores de x do intervalo dado, 
é válida a desigualdade | R4(x) | < e, onde Rn(x) é o resto da série dada. 


© 


Se |fa(4) |< cn (n = 1,2,...) para a<x<b е a série numérica 2 é con- 
= 


vergente, a série de funções (1) será absoluta e uniformemente convergente no seg- 
mento [a, b] (critério de Weierstrass). 

A série de potências (3) converge absoluta e uniformemente em qualquer seg- 
mento situado dentro de seu intervalo de convergência. Pode-se derivar e integrar 
termo a termo a série de potências (3) dentro de seu intervalo de convergência (quando 
[а ~ а |< R), isto é, que se 


Te 


Lo + Elx — a) + e(x — а)? + ... + eal — a)? + ... = f(#), (5) 
então para qualquer # do intervalo de convergência da série (3), temos: 

с + 2ey(x — a) + ... + neal — a) + ... f(x), (6) 

£ 5 z z 

í codo + «(x — a) dx + сх — a)? dz + -.. + f cn(x— a) dx +... = 
а Zo ж РА 
( 3i +3 ( yet * 

= x — ayy — (х„— а) 3= 

itc ees (ш, o 
= 


(o número x, também pertence ao intervalo de convergência da série (3)). Com isto, 
as séries (6) e (7) têm o mesmo intervalo de convergência que a série (3). 


к 
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Achar o campo de convergência das séries: 


2510. $31. 
nain? 
6 i 
2512. > (ye 4 
2514. $` 2*senŽ. 
n=0 3n 

2516. 55 (— I)" e=" sen z, 
n=0 

2518. D — 
n=1 nix? 
A ys 

2520. > Eos 

2522. mma 
nin 3"(x — 5)" > 


2524*. 


Bt 


2511. 
2513. 
2515**. 
2517. 

x 

2519. 
2521. 
2523. 


2525. 


I 1 
= 1 ntl I. 2, 
(сун. 
© 
ne CERE 
n=1 (Qn— 1) 
© 
Ур 
n=0 enz 
a 
nei x" 


о 


1 
s= (2n — 1) z" 
2n+ 1 
=0 (n + 1)5 atm 
o 


я" 


aci x" 
© 
x". 
nai 


Achar o intervalo de convergência das seguintes séries de potên- 


2526. У) х. 
n= 0 


CM ma 
2528. > A 
2530. NOE”, 

nal n 
2532. $5 (—1)" (2n + 1)2x*. 

n-0 
2534. УУ wlx". 

n-1 

e Ра ад-1 
2536. xL ) 

c n x) 
2538. zal š 

anl 


2540. 


2527. 


2529. 


2531. 


2533. 55 — 


2535. 5^ 


2537. 


2539. УУ 


2541. 


cias e investigar a convergência nos extremos deste intervalo: 


na-im--2n 


DN 2n-igin-i 
£d n — 3) 
© 
(n + 15225 


25 4-1 


n=0 
я" 
ain 
o 

xn 


n=l n” 
o 
У 3"x", 
n=0 
o 
nlan 


sl n” 


o 
Dm, 
n=1 
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2542**. nta". *, : 
P» 2543 EET 
Su E" 
25448. PE. 2545. Ec E =. 
2546. PDM 2547. SEM, 
nol 23% я=1 2:98 
2548. У (— ira emm. 2549. pria, 
nm ni 
eo 
2550. YOa"(x4- 3)". 2551. Sta 
nal n=l 25:4" 
A (x— 2)" s „ы Qn DINA l)" 
2552. WE Я тузни Di 
2 aD 2553 P» 1) d c 
љи. Ў teta Term. 2555. treme —. 
aci OE nis) 
o o 
2556. ZA ya 3, 
X (n + Mim (n + 1) 2557; P» 1) (m+ 1) In (a+ 1) 
o 
2558. DEIA, ^ ( er 
изат = 2559*. (145) (x — 1) 
x NE 
2560. (em — prq + DF _ 2 u a. 
»» cm 2561. D 1 Ga 2( 
2562, yoOn- 266-3 py EB 
à (n + 19? 279 2963: i 1) Qu + V + 1 


Determinar o circulo de convergência: 


2564. ies 2565. > (1 + ni). 
2566. y> Ë — 29". 2567. DE. 
sei 9-3% n=0 2 


2568. (EA O FGFs . + (1 + 20) (3 + 2i) .. 


au NS Ed 


2569. 1 dica, ра ERN UNE 
Pill —it u-30-A + *tü-30-33-ü-» + 


2570. x 


n=O 
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2571. Partindo de conceito de convergência uniforme, demonstrar 
que a série 


1 + x + x2 + ... + z" -+ ... 


não converge uniformemente no intervalo (—1, 1), porém' é unifor- 
memente convergente em qualquer segmento de seu interior. 


Solução. Utilizando a fórmula da soma da Progressão geométrica, para | # | < 1 
obtemos 


атн 
Ralo) = жї + qm ops . 
1— 
Tomemos o segmento | — 1 + о, 1— « | dentro do intervalo (— 1, à), onde x é 
um numero positivo tão pequeno como se deseje. Neste segmento | x I€1— о, 
|— я [>а e, portanto, 


1 ¡+1 
(Ва) 1 < LA, 


Para demonstrar a convergência uniforme da série dada по segmento [— 1 + x, 
1 — a), é suficiente provar que para qualquer e > 0 pode-se encontrar um N tal, 
que dependa exclusivamente de t, e que para qualquer n > N se verifique a desi 
gualdade | Ra(x) | < e para todos os x do segmento examinado. 


a ы ann 
Tomando qualquer є > 0, fazemos que > <e; dai (1 — a) < ex, 
a 


1 
( + Din(l— a) < In (ex), isto é, n + a бё que in (1— a) <0) е 
п ا‎ E 1. Tomando, desta forma, N = mes. 1, nos convencemos 


In (1 — o) In (1 — о) 
de que, de fato, quando ж > N, se verifica a desigualdade [Rn(*)] < e para todos 
os х do segmento [— i + x, l— aj e, portanto, fica demonstrada а conver- 
géncia uniforme da série dada em qualquer segmento situado dento de (— 1, 1). 

Quanto à totalidade do intervalo (— 1, 1), este contém pontos бза Próximos 

" 


+I 

como se deseje, do ponto x = 1, e como o lim Ry(x) = lim E 

PES zt lx 
maior que seja s, sempre podem ser encontrados pontos x, para os quais R«(x) 
Será maior que qualquer outro número, tão grande como se deseje. Portanto, é 
impossível escolher um N tal, que para » > N tenha lugar a desigualdade | Rn(x) | < є 
em todos os pontos do intervalo (— 1, 1), o que quer dizer que a convergência desta 
série no intervalo (— 1, 1) não é uniforme. 


= 00, por 


2572. Partindo do conceito de convergéncia uniforme, demonstrar 
que: 


a) a série 
х A am 
1+ү+у +++. 


converge uniformemente em qualquer intervalo finito; 
b) a série 
y x Di = (— tgs 
ric + 377 + = Ps 


converge uniformemente em todo o intervalo de convergência (—1, 1); 
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с) a série 
1,1 1 
ETT 
converge uniformemente no intervalo {i + 3, oo), onde 8 é um nú- 
mero positivo qualquer ; 
d) a série 
(x? — x*) + (x4 — х) + (x8 — x8) + ... (1 — qt + ... 


é convergente não só dentro do intervalo (—1, 1), mas também nos 
extremos do mesmo, porém a convergéncia da série (—1,1) nào é 
uniforme. 

Demonstrar a convergéncia uniforme das seguintes séries de fun- 
ções nos intervalos indicados: 


2573. У) z no segmento [—1; 1]. 
n=1 9 

2574. D em todo o eixo numérico. 
n=l 


2575. 55 (— 191 2 no segmento [0; 1]. 
s= Yn 


Usando a derivação e integração termo a termo, achar as somas 
das séries: 


2576. x ERLEBT. 


3 
2577. 4 — ھک‎ (ay E uu 
2 3 n 
[8,8 "x 
2578. x 4 375 Jump e quede 
ER P ya E 
2579. х * +“ o +.. 


2580. 1 + 25+ 322+... + (n + 1) s + ... 

2581. 1 — 3x? + 5! — ... + (— 1)1(2n — 1) a 2 + .. 
2582. 1-2 + 2: 3⁄ + 3 - 45° +... + n(n t 1) y sus 
Encontrar a soma das séries: 


1 2 3 n 
2583. ŽAS +++... 


2584. x TL Б 
" 1 MES. (= gra 
Desde do کے‎ T = + e Ко" 
1 3 5 2n —1 
2586. I+$ +3 +. 


Vic 
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$3. Série de Taylor 


1º. Desenvolvimento de uma função em série de potências. Se uma função f(x) 
admite um desenvolvimento em série de potências de x — a num entorno de 
| х —a| < R do ponto a, esta série (série de Taylor), terá a forma 


fia) 
ml 


fi) = ft) + f(a) (z — a) + £ 29 far (е аъ. (D 
Quando a = 0 a série de Taylor também recebe o nome de série de Maclaurin. A 
igualdade (1) é justa, se para | z — a | < Ro termo complementar da fórmula de Taylor 


A f 
Rala) = f(a) — К t$ 9. ar] >0 
A=1 à! 
quando я — co. 
Para avaliar o termo complementar da série pode-se empregar a fórmula 
= 1 E 
(x — 9) ану [a + On(x — аў], onde 0 < 0, < 1 Q 
(+ DI 
(forma de Lagrange ). 
Exemplo 1. Desenvolver a função f(x) = cosh x em série de potências de x. 
Solução. Achamos as derivadas da função dada f(x) = cosh x, f(x) = senh z, f” (x) = 
cosh x, f(x) = senh x, ...; em geral, f"? (x) = cosh z, se n é par e f(")(x) = senh x, se 
я é impar. Fazendo a = 0, temos f(0) = 1, f'(0) = 0, f”(0) = 1, f(0) = 0, ...; em geral, 
f(0) = 1, se n é par, e f(0) = 0 se n é impar. Donde, beseando-se em (1), teremos: 
yan 


3 
Qn)! 9 
Para determinar o intervalo de convergência da série (3) usamos о critério de 
D'Alembert. Temos: 
an+ gn P 

lim | —- 

тэ | (2n + 2)! (24)! (2n + 1) (2% + 2) 
para qualquer x. Portanto, a série é convergente no intervalo — 00 < ¥< œ О 
termo complementar da série, de acordo com a fórmula (2), tem a forma 


Ёла) = 


a ыш 
cosh x = 1+ — + — +... 
z tat * 


=0 


= lim 
o 


na 
Ra(x) = ——— cosh Өх, se n é ímpar, е 


(e + 1)1 
an 
Ra(#) = —2- senh Ox, se я é par. 
(n + DI 
Como 0 < 0 < 1, teremos 
O: 0. | ¿Or —0r 
(ов 0x | = С” <el, (senh = | = dei 
. La | s Lz Is 
e por isso | R,(z)| < te + DI et, A série cujo termo geral é 1 é convergente 
^ u п: 


para qualquer x (o que é fácil de comprovar através do critério de D'Alem- 
bert), por isso, de acordo com o critério necessário de convergência 


tim AI"? o 
язе ( + D! 
e, portanto, lim R,(x) = 0, qualquer que seja x. Isto significa que a soma da série 


no 


(3) para qualquer x, é de fato igual a cosh x. 
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2º. Métodos usados para desenvolver em série de potências. 
Usando os desenvolvimentos fundamentais 


13 
L emit SF << m, 
"EP ama 
IL sense X L-.x4(-15————3a4..(- < x < o), 
n at t "aw + DI Caska) 
P xt Pl 
ПІ. coss = 1— — + — —... — ) —(—% < x < 00), 
БА ata + "eur ( sso) 


IV. (1-p a)” = Deme PED au 


ET 
аа Е cp — Э н (i< l’), 
n 
xt 


a 2% 
V. щі +3) =z A ( Dar + ..(— < x< p, 
2 3 " 
pode-se, em muitos casos, obter-se facilmente o desenvolvimento de uma função 
dada em série de potências, sem que haja necessidade de investigar o resto da série. 
As vezes, ao fazer o desenvolvimento, é necessário utilizar a derivação ou integração 
termo a termo. Quando se trata de desenvolver em série de potências de funções 
racionais, recomenda-se desenvolver tais funções em frações simples. 


Exemplo 2. Desenvolver em série de potências de x**) a função 


; 3 
fe) + RETIRES 


Solução. Desenvolvendo a função em frações simples, teremos 


1 2 
ыл l-z tiza 
Como 
Lois +m+. Dr a 
1— n-0 
1 o 
——— = 1-2 22)? — .., == — peanas, 
14s x + (22)? = 1)24 9 
definitivamente, teremos 
M E E 
Ля) = 42) (отан = 3 [14e ( 1)2, © 
в=0 LE 5-0 


*) Nos limites do intervalo de convergência (isto é, quando x = — 1 e x = 1) 
o desenvolvimento IV se comporta da seguinte maneira: se m > 0, converge absolu- 
tamente em ambos os extremos; se 0 > m > — 1 diverge quando x = 1 e converge 
condicionalmente quando x = 1; sem « — 1, diverge em ambos os extremos. 

**) Daqui para diante subentendem-se “potências inteiras e não positivas". 
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As progressões geométricas (4) e (5) são convergentes respectivamente quando | x | < 1 
e |z| < 5: portanto, a fórmula (6) é válida quando | x | < 2 isto é, quando 
Ml i 
2 2 
3*. Série de Taylor para uma função de duas variáveis. O desenvolvimento de 


uma função infinitamente diferenciável de duas variáveis Дх, y) na série de Taylor, 
num entorno do ponto (a, b), tem a forma 


1 ð ё 1 ә 
fen = fab) + [0-02 + v-a лен ale-»£* 
op 1 2 гї" 
+ o-a] fest [e-a + 4 Has 8) 3... m 


Se a = b = 0, a série de Taylor chama-se também séris de Maclaurin. Neste caso 
usam-se as seguintes anotações: 


-a2 ovo дав T وى | بوي‎ 
fe aŽ+ y- 5]/* ^ a ае) o»; 
у= у= 
ta? -» 2f ے‎ 208.5) Е 
[e 0 (9-8 5] feno TED qoa. 
¡yb 
Pla, y) Mx, y) 
2— _ — 5) — — b, - 
Es 220» bos (z — a) (y — b) + à m. by, etc 
y= »- 


O desenvolvimento da série (7) tem lugar, se o termo complementar da série 


A 1 a ay 
Вых, у) = f y) — {re DES Xle- 2 2 (y — 1) 5] д. bo 


quando # —» co. O termo complementar da série pode ser representado da forma 


Ras, у) = mgle- а? +y- aL] e. » 
(n + 1)! ox ду, 


matxa) 
y=b+0(y—b) 


onde 0 < 0 < 1. 


Desenvolver em séries de potências inteiras e não negativas de 
x as funcóes indicadas, achar os intervalos de convergéncia das séries 
obtidas e investigar o comportamento dos termos complementares das 
mesmas: 


2587. аа >0). 2588. sen (x + z): 


2589. cos(x + a). 2590. sen? х. 
2591*. In(2 + 2). 
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Utilizando os desenvolvimentos fundamentais I— V escrever o 
desenvolvimento em série de potências de x, das seguintes funções 
e indicar os intervalos de convergência das series: 


2592. 242. 
(z — i} 
2594. xe”. 
2596. senh x. 
2598. cos? x. 


2600. ——. 
9+ z 


2602. In LE. 


lo 


2593, —*—- 5... 
з? — 45 + 5 


2595. e”. 
2597. cos 2x. 
2599. sen 3x + x cos 3x. 


1 
2601. yr Ы 


2603. In (1 + x — 2x?). 


Aplicando a derivação, desenvolver em série de potências de 
x as seguintes funções e indicar os intervalos em que estes desenvol- 


vimentos tém lugar: 


2604. (1 + x) In (1 + 2). 


2606. arcsen x. 


2605. arctg x. 
2607. In (x + V1 + 23). 


Utilizando diferentes métodos, desenvolver em série de potên- 
cias de x as seguintes funções e indicar os intervalos em queestes de- 


senvolvimentos têm lugar: 
2608. sen? x cos? x. 
2610. (1 + ey. 


2612. Z+2. 
5% — 5x + 6 


2614. 


la (1 + x) dx 
x 


4 

sen x 
2616. j dx. 
2618. j 


2609. (1 + aje?. 
2611. Y 8 + x. 
2613. cosh*x. 


2615. In (x? + 3x + 2). 


2617. \ e-” dx. 


dx 


2619. TEF] 


| 


Escrever os três primeiros termos diferentes de zero dos desenvol- 
vimentos em série de potências de x das seguintes funções: 


2620. tg x. 
2622. ess. 
2624. In cos x. 


2621. thx 
2623. sec x. 
2625. e sen x. 


2626*. Demonstrar que para calcular o comprimento da elipse 

pode-se utilizar a fórmula aproximada 
sz 2ла[1 — $) , 
4 

onde e é a excentricidade e Za, o eixo maior da elipse. 

2627. Um fio pesado, não extensível, suspenso por seus extremos, 
forma por seu próprio peso a catenária y = a cos h Ž, sendo a = aA 

а E 

onde H é a tensão horizontal do fio e q, o peso de uma unidade de 


comprimento do mesmo. Demonstrar que para valores pequenos de 
х é possível admitir-se, com uma aproximação da ordem de xº, que 


o fio pende formando a parábola y = a + Z. 
2628. Desenvolver a função x3 — 242 — 5y — 2 em série de po- 
tências de x + 4. 


2629. f(x) = 5x3 — 4x? — 3x + 2. Desenvolver f(x + h) em série 
de potências de A. 


2630. Desenvolver In x em série de potências de x — 1. 
2631. Desenvolver š em série de potências de x — 1. 


2632. Desenvolver L em série de potências de x + 1. 
LÀ 

1 
aid. 3x2 
2634. Desenvolver TAI em série de poténcias de x 4-2 
ES 
2635. Desenvolver e em série de potências de x + 2. 
2636. Desenvolver үх em série de potências de x — 4 


2637. Desenvolver cos? x em série de potências de x — = 


2633. Desenvolver em série de potências de x + 4 


2638. Desenvolver cos? x em série de potências de x — P 


2639*. Desenvolver In x em série de poténcias de : Т T. 
x 
2640. Desenvolver ——“— em série de potências de —— + 
Vi+ z 1+ 
2641. Que erro se comete se supormos que aproximadamente 


Ë s dos d 
22+= += 4? 
es ++ 
2642. Com que exatidáo pode-se calcular o número а se empre- 
garmos a série 


z 25 
arct =k==+=—=.., 
Б® 3*5 


tomando a soma de seus cinco primeiros termos, quando x — 1? 


21— 5129 
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2643*. Calcular o número = com precisão de até 0,001 através 


do desenvolvimento em série de potências de x, da função arcsen x 
(ver o número 2606). 
2644. Quantos termos é necessário tirar da série 


cos x = J — Z +... 
at 


para calcular o cos 18? com exatidáo de até 0,001? 
2645. Quantos termos é necessário tirar da série 


х3 
sen х = х — +... 
3p , 


para calcular o sen 15º com exatidão de até 0,0001? 
2646. Quantos termos é necessário tirar da série 


ES AE 
CA 


para achar o número e com exatidão de até 0,0001? 
2647. Quantos termos é necessário tirar da série 


In (1 +=, D+. 
para calcular In 2 com exatidáo de até 0,01? até 0,001? 
2648. Calcular #7 com exatidão de até 0,01 através do desen- 


volvimento da função #8 + x em série de potências de x. 
2649. Esclarecer a procedência da fórmula aproximada Va? + x x 


za+ = (a > 0), calcular com ela /23, fazendo a = 5 e avaliar o. 


erro cometido. 
2650. Calcular ў19 com exatidão de até 0,001. 
2651. Para que valores de x a fórmula aproximada 


cos xz | — uia 
2 
dá um erro não maior que 0,01; 0,001; 0,0001? 
2652. Para que valores de x a fórmula aproximada 
sen х = х 


dá um erro não maior que 0,01 e 0,001? 
1/2 
2653. Calcular í 22%. dx com exatidão de até 0,0001. 
x 


1 
2654. Calcular f e-* dx com exatidão de até 0,0001. 
0 
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2655. Calcular \ў хсоѕ x dx com exatidão de até 0,001. 


sen x 


2656. Calcular VE 


dx com exatidão de até 0,001. 


е" „ы 


4 


2657. Calcular í ЎТ dx com exatidão de até 0,0001. 
0 
1/9 

2658. Calcular | Y xe dx com exatidão de até 0,001. 


0 
2659. Desenvolver em série de poténcias de x e y a fungáo 
cos(x — y), achar o campo de convergência da série obtida e 
analizar o resto da mesma. 
Escrever o desenvolvimento em série de poténcias de x e y das 
seguintes fungóes e indicar os campos de convergéncia das séries: 


2660. sen х · sen y. 2661.sen(x?+ у).  2662*. > . 
E 

2663*. In(1 — x — y + xy). 2664*. arctg z t 

2665. f(x, у) = ax? + 2bxy + cy?. Desenvolver f(x + А, y + E) 
em série de potências de д е Ф. 

2666. f(x, y) = 2º — 2y* + 3xy. Achar o acréscimo desta função 
ao passar dos valores х = 1 e у= 2 para os valores x = 1 + k 
е у= 2 4- А. 

2667. Desenvolver a função e**” em série de potências de x — 2 
ey+2. 

2668. Desenvolver a fungáo sen (x + y) em série de poténcias de 
хе y m = 

Escrever os trés ou quatro primeiros termos de desenvolvimento 
em série de potências de x e y das seguintes funções: 

2669. e cos y. 2670. (1 + x)». 


84. Séries de Fourier 


1º. Teorema de Dirichlet. Diz-se que uma função f(x) satisfaz às condições de 
Dirichlet em um intervalo (a, b), se neste intervalo a função 

1) está uniformemente restrita, isto é, | f(x) |& M para a < x < b, onde M € 
constante ; 

2) não tem mais que um número finito de pontos de descontinuidade e todos 
eles de 1º espécie (isto é, que em cada ponto de descontinuidade E a função Ha 


21% 
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tem um limite finito à esquerda f(E — 0) = lim f(E — е) e um limite finito à direita 
£0 
HE + 0) = lim ДЕ + e) (e > 0); 
£20 


3) nào tem mais que um nümero finito de pontos de extremo estrito. 

O teorema de Dirichlet afirma que toda função f(x) que satisfaça no intervalo 
(— x, x) às condições de Dirichlet em qualquer ponto x deste intervalo, em que 
f(x) seja contínua, esta pode-se desenvolver em série trigonométrica de Fourier: 


fix = > + a, cos x + b, sen x + а, cos 2x + b, sen 2x +... + 


+ аң соз nz + b. sen mx +... (1) 
em que os coeficientes de Fourier an e bn são calculados pelas fórmulas 
т 


Li 
An = i: { f(x) соз z dz ( = 0, 1, 2, ...); bg = | f(x) sen nx dx (n = 1,2,...). 
т КА A 
Se x é um ponto de descontinuidade da função f(x), pertencente ao intervalo (— т, п), 
a soma da série de Fourier S(x) será igual à média aritmética dos limites à esquerda 
e à direita da função: 
1 
5(а) = ¿Ue — 0) + f(x + 0). 
Nos extremos do intervalo х = — mes = т 
1 
S(— л) = S(m) = ¿Ue T + 0) + f(x — 0). 


2º. Séries incompletas de Fourier. Se a função f(x) é par (isto é, se f(— x) = 
= f(x), então na fórmula (1) d 


bn = 0 ( = L, 2,..) 


f(x) cos nz dx (n = 0, 1, 2,..). 


a 
E 
I 
ajn 
Otan 4 


Se a função f(x) é impar (isto é, se f(— x) = — f(x)), então an = 0 (n = 0, 1,2,..)e 
т 
da = 2 {лә sen ях dx (n = |, 2,..). 
Е 0 


Uma função dada no intervalo (0, x) pode ser prolongada à vontade no intervalo 
(— w, 0), como par ou ímpar; portanto, pode desenvolver-se no intervalo (0, x) 
em série incompleta de Fourier, como se deseje, em série de senos ou de cossenos 
de arcos múltiplos. 

3º, Séries de Fourier de período 2]. Se uma função f(x) satisfaz as condições 
de Dirichlet no intervalo (— 1, 1), de comprimento 2/, para os pontos de continuidade 
da função, pertencentes a este intervalo, se verificará o desenvolvimento 


I = 2 + a, cos + + b, sen T + а, cos = + dy sen EE + dad 


ятх 


+ dg cos T + ba sen Fe. 
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onde 
i 


dg = E ле 


-i 


r ах (п = 0,1,2,..), 


(2) 
í 1 
by = pee = dx (n = 1,2,..). 
= 
Nos pontos de descontinuidade da função f(x) e nos extremos do intervalo x = 
= + l, a soma da série de Fourier é determinada igualmente como se faz quando se 
desenvolve no intervalo (— т, x). 
No caso em que a função f(x) se desenvolve em série de Fourier em um intervalo 
arbitrário (a, a + 2) de comprimento 27, os limites de integração nas fórmulas (2) 
devem ser substituídos respectivamente, por a e a + 21. 


Desenvolver em séries de Fourier, no intervalo (—x, п), as fun- 
ções seguintes; determinar a soma das séries nos pontos de desconti- 
nuidade e nos extremos do intervalo (x = — л, х = п); construir 
o gráfico da própria função e da soma da série correspondente (dentro 
e fora do intervalo (— r, 7)): 

` 2671. f(a) -[ c quando — п < x«0, 
cs quando 0 < x < x. 
Examinar o caso particular em que c, = — 1, с = 1. 
2672. f(x) -[ ax quando — x < x«0, 
bx quando 0< x « z. 


Examinar os casos particulares: a) a = b = 1;b)a— — 1,0 = 1; 
с) a=0, b= 1; d)a—1,5—0. 

2673. f(x) = x. 2674. f(x) = e”. 

2675. f(x) = sen ax. 2676. f(x) = cos ax. 

2677. f(x) = sen h ax. 2678. f(x) = cos h ax. 

2679. Desenvolver em série de Fourier a função f(x) == 


no intervalo (0,21). 
2680. Desenvolver a fungáo f(x) == no intervalo (0, x), em 


série de senos de arcos múltiplos. Empregar o desenvolvimento obtido 
para a soma das séries numéricas seguintes: 
l. 3 | 1 1 1 1 1 
1——+—-—-+...; 1 +—————+—-+ -— — ...; 
a) 3*5 3008 Э uri 


Desenvolver em séries incompletas de Fourier, no intervalo (0, 
п), as funções seguintes: a) em séries de senos de arcos múltiplos, 
b) em séries de cossenos de arcos mültiplos. Desenhar os gráficos das 
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funções e os gráficos das somas das séries correspondentes em seus 
campos de existência. 

2681. f(x) = x. Achar, através do desenvolvimento obtido, a soma 
da série 


1,1 
1+ tg 
2682. f(x) = x*. Achar, através do desenvolvimento obtido, a 
soma das séries numéricas: 


2683. f(x) = e. 
1 quando 0<х<2, 


2684. f(x) = 
O quando z < z < m. 


x quando 0<х<5, 
2685. f(x) = 
п — x quando Z <x<=. 


Desenvolver no intervalo (0, x), em série de senos de arcos múl- 
tiplos, as funções: 
x quando 0 — ash» 2687. f(x) = x(x — x). 
2686. f(x) — 
р 0 quando z< 4 < к. 2688. f(x) = sen = ` 


Desenvolver no intervalo (0, x), em série de cossenos de arcos 
múltiplos, as funções: 


2689. f(x) = 1 quando 0 < x« 5, 
0 quando h < x < x. 
1— Z quando 0 < x «25, 
2690. f(x) = 2: 
0 quando 2h < x < п. 


2691. f(x) = x sen x. 


cos x quando 0 < DE 


2692. f(x) = 
ix — cos x quando Z <х< т. 
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2693. Usando o desenvolvimento das funções x e x? no intervalo 
(0, л), em série de cossenos de arcos múltiplos (ver Nº 2681, 2682), 
demonstrar a igualdade 


ESE 

smi n 2 
2694**, Demonstrar que se a função f(x) é par e ao mesmo tempo 

f (5 + a) = —/ G — x}, sua série de Fourier no intervalo (— т, 


(0<х<я). 


x) representa о desenvolvimento em série de cossenos de arcos múl- 
tiplos ímpares; enquanto que a função f(x) é ímpar e д5 + = 
=f = — x] se desenvolve no intervalo (—r, x) em série de senos de 
arcos múltiplos ímpares. 


Desenvolver, nos intervalos indicados, as seguintes funções em 
séries de Fourier: 


2695. f(x) = ixl (—1« x « 1). 
2696. f(x) — 2x (0 — x «1). 
2697. f(x) = e (—1<х<1). 


2698. f(x) = 10 — x (5 < x < 15). 


Desenvolver as seguintes funções em séries incompletas de Fourier 
nos intervalos indicados: a) em série de senos de arcos múltiplos e 
b) em série de cossenos de arcos múltiplos: 


2699. f(x) 21 (0<x<1). 
2700. Дх) =x (O< x<). 
2701. f(x) = x? (0 < x < 27). 
2702. f(x) =[ x quando 0 < x« l, 
2 — x quando 1 < x < 2. 
2703. Desenvolver a funcáo seguinte em série de cossenos de 
arcos múltiplos, no intervalo > 3) ` 


1 quando i < x<2, 


Ax) = 
3 — x quando 2 < x < 3. 


Capítulo IX 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


` 


$1 3 Prova das soluções. Formação de equações 
diferenciais das famílias das curvas. 
Condições iniciais 
1º, Conceitos fundamentais. A equação da forma 
fin у, y, cs y = 0, (b 


onde F é uma função dada e y = у(х) é a função procurada, chama-se equação diferen- 
cial de n-ésima ordem. Qualquer função y = ф(х) que transforme a equação (1) em 
identidade, recebe o nome de solução desta equação e o gráfico desta função se chama 
curva integral. So a solução é dada em forma implícita, Q(x, y) = 0, geralmente, 
recebe o nome de integral. 

Exemplo 1. Verificar que a função y = sen x é a solução de equação 


у" +у = 0. 
Solução, Temos: 
y = cos y, y" = — sen x 
e, portanto, 
y" + y = — sen z + sen z = 0. 
A integral 


Dix, y, Cp =» Cu) = 0 (2) 


da equação diferencial (1) que contém я constantes arbitrárias independentes 
Cp ..., Cn e que é equivalente (no campo dado) à equação (1), se chama integral geral 
desta equação (no campo correspondente). Dando valores determinados às constantes 
Cy, ..., Са na relação (2), obtém-se uma iniegral particular da equação (1). 

Reciprocamente, tendo-se uma família de curvas (2) e excluindo os parâmetros 
Cy ... , Ca do sistema de equações 

e=, Lo... oo 
dx dz? 


obtém-se, no geral, uma equação diferencial da forma (1), cuja integral, no campo 
correspondente, é a relação (2). 
Exemplo 2. Achar a equação diferencial da familia de parábolas 


y = Cs — Cy? (9) 
Solução, Derivando duas vezes а expressão (3), temos: 
y = 2C,(z — €) e y" = 2С. (4) 


Excluindo das equações (3) e (4) os parámetros C, e C,, achamos a equação diferen - 
cial que procuramos 
a 


2уу”=у'. i 
É fácil verificar que a função (3) transforma esta equação em identidade. 
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2º. Condições iniciais. Se para a solução particular y = y(x) da equação dife- 


rencial . 
y? = f(s, y, Po yn, (5) 


onde f é determinada mo contorno do ponto (xç Yo Ya: Yo» -> у, são dadas 
as condições iniciais (problema de Cauchy ) 


xt) = y». y's = yos yt Dg) = y 
e se conhece a solução geral da equação (5) 
y = 9(x, C, ..., Са), 
então as constantes arbitrárias C}, ..., Cy São determinadas, caso seja possivel, pelo 
sistema de equações 
Уо = 9g Cr -.., Са), 


% = 9'(xo Cp ...‚ Са), 


9979 = ql Dag C, o. CO. 
Exemplo 3. Achar a curva da família 
y = Cy + Cyri, 
onde y(0) = 1, y'(0) = — 2. 


. Solução. Temos: 
y = Cy — 26g-t, 
Fazendo x == 0 nas fórmulas (6) e (7), temos: 
1= C + Cg —2=C,- 2€, 
donde Ë 3 I j 


C,=0, C,= 1 
e, portanto, 


y = e=. 
- Verificar se as funções seguintes são as soluções das equações 
diferenciais dadas: 
2704. ху = 2у, у = 5х. 
2705. y" = xš + у, y-l. 
2706. (x + у) dx + xdy = 0, y = ===. 
2 2707. y” + y=0, у = 3 sen х — 4 cos x. 
` «y 2708. 2 + оёх = 0, x= C, cos et + C, sen o. 
y 2709. y” —2y + y= 0, а) у= xe, b) у= xe. 
2710. y” — ) + XJ) y' + Ау = 0, у= Суд" Cor, 
Demonstrar que as relacóes indicadas sáo integrais para as equa- 
ções diferenciais dadas: 
2711. (x — 2y) y 22x — у, 22 — xy + y = C. 
2712. (x —y + i)y' = 1, y = x + Се. 
2713. (zy — x) y” + xy? + уу —2y —0, у = (ху). 
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Formar as equações diferenciais das famílias de curvas dadas 
(C, Cy Cg, Cs são constantes arbitrárias): 


2714. y = Cx. 2715. y = Cx. 
2716. y? = 2Cx. 2717. х? + y? = C 
2718. y = Cer. 2719. x? = C(x? — уд). 


» 
- 2720. 3421 224063. 2721. In = 1 + ау 
x 


(a é parâmetro) 
2722. (y — yo = 2px 2723. у = Ce” + Ce”. 
(уо Ф são parâmetros). р 

2724. y=Cicos2x+Casen2x. 2725. у = (С, + Сх) e + Cy. 

2725. Formar a equação diferencial de todas as retas do plano 
XOY. 

2727. Formar a equação diferencial de todas as parábolas com 
eixo vertical no plano XOY. 

2728. Formar a equação diferencial de todas as circunferências 
no plano XOY. 

Achar, para as famílias das curvas dadas, as linhas que satisfaçam 
as condições iniciais indicadas: 

2729. x? — у? — С, y(0) = 5. 

2730. y = (C, + Cax)e", y(0)=0, y'(0) = 1. 

2731. y = C,sen(x — С), y(r) = 1, y(n-—0. 

2732. y = C? + C, + Ce; y(0) = 0, y (0)=1, y") = —2. 


$2. Equagóes diferenciais de 1* ordem 


1º. Formas de equações diferenciais de 1º ordem. A equação diferencial de 1? 
ordem com uma fanção y incógnita, resolvida em relação à derivada y', tem a forma 
у = f(z, у), (0 


onde f(x, у) é uma função dada. Em alguns casos é conveniente considerar como 
função incógnita a variável x e escrever a equação (1) na forma 


x == g(x, y), 09 
onde g(x, y) = 1 . 
Ha. y) 
» dy , dx A dnd 
“Tendo-se em conta que y” = b ex = FA , as equações diferenciais (1) e (19 
£ y 
podem ser escritas na forma simétrica 
Р(х, y) da + Q(x, y) dy = 0. (2) 


onde Р(х, y) e Q(x, y) são funções conhecidas. 
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Por soluções da equação (2) entendem-se as funções da forma y = ф(х) ou 
x = (>), que satisfazem a esta equação. A integral geral das equações (1) e (1), 
ou da equação (2), tem a forma D(x, y, C) = 0, onde C é uma constante arbitrária. 


2º. Campo de direções. O conjunto de direções 


tg a = f(x, y) 
chama-se campo de diregóes da equação diferen- 
cial (1) e 6, geralmente, representado por meio 
de um sistema de tragos ou setas com un 
ángulo de inclinagáo «. 

As curvas f(x, у) = À em cujos pontos a 
inclinacáo do campo tem um valor constante 
k, chamam-se isóclinas. Construíndo as isócli- 
nas e o campo de direções, nos casos mais 
simples é possível desenhar aproximadamente 
o campo das curvas integrais, considerando-se 
estas últimas como curvas que têm a direção 
dada do campo cm cada um de seus pontos 

Exemplo 1. Construir, pelo método de isó- 
clinas, o campo das curvas integrais da equação 

y = ж. 

Solução. Construindo as isóclinas x = А 
(linhas retas) e o campo de direções, obtemos 
aproximadamente o campo de curvas integrais 
(fig. 105). A solução geral é а família das 
parábolas 


ч 


есу 


NON ANAA 


FIG. 105 


y 
= — + C. 
A 2 


Construir, pelo método de isóclinas, o campo aproximado das 
curvas integrais para as equações diferenciais indicadas a seguir: 


2733. y = — x. 2734. y' — o 2735. y =1+y% 
2736. y — 553. 2737, y = x° + JA 
رچ‎ 


3º. Teorema de Cauchy. Se uma função f(x, y) é continua em um campo deter- 
minado U (a < x < А, b < y < B) e tem neste campo a derivada restrita f,(x, y), 
então, por cada ponto (xy. Yọ) de U passa uma, e somente uma, curva integral y = ф(х) 
da equação (1) (ф(х) = x). 
4º. Método das linhas quebradas de Euler. Para a construção aproximada da 
curva integral da equação (1), que passa por um ponto dado Mo(xp Yo), esta curva 
6 substituída por uma linha quebrada com vértices em М(х. y), onde 
ян = z + AS yaa = у + ду. 
Ax, = h (passo do processo), 
Ay = Mx y) @=0,1,2,..). 
Exemplo 2. Para a equação 


E2 
ps 
2 


achar y(1) pelo método de Euler, se y(0) = 1 (ñ = 0, 1). 
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Fazemos a tabela: 


ху 

3 | = | Y” An ==" 

0 0 1 0 

1 0,1 1 0,005 

2 0,2 1,005 0,010 

3 0,3 1,015 0,015 

4 04 1,030 0,021 

5 0,5 1,051 0,026 

6 0,6 1,077 0,032 

7, 0,7 1,109 0.039 

8 0,8 1,148 0.046 

9 0,9 1,194 0,054 
10 10 1,248 


Assim, y(1) — 1,248. Para comparar, damos o valor exato de y(1) — an fx 1,284 


Usando o método de Euler, achar as solugóes particulares das 
equações diferenciais dadas a seguir, para os valores de x indicados: 

2738. y = y, y(0) = 1; achar y(1) (k = 0,1). 

2739. y =x+y, y(1)=1; achar y(2) (ñ = 0,1). 


2740. y = — m (0) =2; achar y(1) в = 0,1). 


2741. y = y — =, »(0) = 1; achar y(1) (# = 0,2). 


$3. Equações diferenciais de 1° ordem com variáveis 
separáveis. Trajetórias ortogonais 


1º. Equações diferenciais de 1º ordem com variáveis separáveis. Chama-se equação 
com variáveis separáveis, a equação diferencial de 1° ordem da forma 


y = Да) (у) (b 
ou 
X(x) Y) da + X,(3) Ууу) dy = 0 (1) 
(fg, X, X, Y, Y, são contínuas). 
Dividindo ambos os membros da equação (1) por g(y) e multiplicando por dx, temos 
= = f(x)dx. Daf, integrando, obtemos a integral geral da equação (1) na forma 


í zm - í fds + C. (2) 


Analogamente, dividindo os dois membros da equação (1) por X,(x) Y(y) e inte- 
grando, obtém-se a integral geral da equação (Y) na forma 


í х0) a E YD ay = c. e 
X5) Yo) 
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Se para um valor determinado de у = yy, temos que g(y,) = 0, a função у= s 
também é a solução da equação (1), o que é fácil de convencer-se. Analogamente, 
as retas ж = а e у = b serão curvas integrais da equação (1), se с e b são raizes 
das equações X,(x) = 0 e Y(y) = 0, por cujos primeiros membros se dividiu a equaçao 
inicial, 

Exemplo 1. Resolver a equação 


mm > И (3) 
Achar, em particular, a solução que satisfaz a condição inicial: 
1) = 2. 
Solução. Podemos escrever a А (3) da seguinte forma: 

Sx IE. 

dx x 
Daí, separando as variáveis, teremos: 

dy — dx 

> a 
e, portanto, 


In|yl= — арас, I 


onde a constante arbitrária In C, foi tomada em forma logarítmica. Depois de poten- 
ciar, obtém-se a solução geral 


pel | (4 
EA 
onde С = + C, 


Ao dividir por y poderiamos perder a solução y = 0, porém esta última está 
contida na fórmula (4) quando С = 0. 


Utilizando a condição inicial dada, temos que C = 2 e, partanto, a solução par- 
ticular procurada é 


2 
у= 2. 


x 


2*. Algumas equações diferenciais que podem reduzir-se a equações com variá- 
veis separáveis. As equações diferenciais da forma 
У =fax+by+0) (640) 


(f é contínua) se reduzem à equação da forma (1) por meio da substituição и = ax + 
+ by + с, onde и é a nova função procurada. 


3º, Trajetórias ortogonais são curvas que cortam as linhas da família dada 
D(x, y, a) = 0 (a é um parámetro) formando ângulo reto. Se F(x, y, y) = 0 é a 
equação diferencial da família, então 


F ( x, y, — yl 0 
y 
é a equação diferencial das trajetórias ortogonais. 
Exemplo 2. Achar as trajetórias ortogonais da família das elipses 
x + 2y2 = at (5) 


Solução. Derivando ambas as partes da equação (5), achamos a equação dife- 
rencial da família 


ж + 2yy! = 0. 
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1 
Daí, substituindo y” por — — , 1 obtemos а equação diferencial das trajetórias 
У E 


ortogonais 
2 2. 
ж — EP mi O оа y = 2. 
y x 


Integrando, teremos que y = Cx? (familia das parábolas) (ver a fig. 106). 


FIG. 106 


4º. Formação das equações diferenciais. Ao formar a equação diferencial nos 
problemas geométricos, pode-se empregar com frequência o sentido geométrico da 
derivada, como tangente do ângulo que forma a reta tangente à curva com a direção 
positiva do eixo OX; isto permite, em muitos casos, determinar imediatamente a 
relação entre a ordenada y da curva procurada e sua abscissa # e y”, isto é, obter 
a equação diferencial. Em outros casos (ver problemas nºs. 2783, 2890, 2895), empre- 
ga-se o sentido geométrico da integral definida, como área de um trapézio mistilíneo 
ou o comprimento de um arco. Neste caso, diretamente da condição do problema, 
obtém-se uma equação integral simples (já que a função procurada encontra-se sob o 
sinal integral), mas que derivando seus dois membros pode-se transformar com faci- 
lidade em equação diferencial. 

Exemplo 3. Achar a curva que passa pelo ponto (3; 2), para o qual o seg- 
mento de qualquer uma de suas tangentes, compreendido entre os eixos das coorde- 
nadas, divide-se ao meio no ponto de contacto. 

Solução. Seja M(x, y) o ponto médio da tangente 4B, que segundo as condições 
€, por sua vez, o ponto de contacto (os pontos 4 e B são os pontos de interseção 
da tangente com os eixos OY e OX). De acordo com as condições, O4 = 2y e OB = 
= 25. O coeficiente angular da tangente à curva no ponto М(х, y) é igual a 

dy _ ОА y 


dx OB z 
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Esta é a equação diferencial da curva procurada. Transformando-a, teremos 


e, portanto, 
É I z+ Iny=inC ou sy С. 


Empregando a condição inicial, determinamos que C = 3-2 = б. Isto é, a curva 
procurada é a hipérbole xy = 6. 


Resolver as equações diferenciais: 

2742. tg x sen? y dx + cos? x ctg y dy = 0. 

2743. xy — y = уз. 

2744. хуу =1— xt 

2745. y — ху = а(1 + x*y') 

2746. 3e* tg y dx + (1 — e7) sec? y dy = 0. 

2747. y tg x = y. 

Achar as soluções particulares das seguintes equações, que sa- 
tisfaçam as condições iniciais indicadas: 

2748. (1 + e) - y - y = е; y = 1 quando x = 0. 

2749. (ху? + x) dx + (xy — у) dy —0; y = 1 quando x=0. 

2750. у sen х = ylny; y =1 quando x =Z 


Resolver as seguintes equaçóes diferenciais através da troca de 
variáveis: 

2751. у = (x + yy. 

2752. у = (8x + 2y + 1)2 

2753. (2x + 3y — 1) dx + (4x + 6y — 5) dy = 0. 

2754. (2x — y) dx + (45 — 2y + 3) dy = 0. 

Nos nºs. 2755 e 2756 passar às coordenadas polares: 

2755. у = PP 

2756. ) + y?) dx — xy dy = 0. 

2757*. Achar a curva que tenha um segmento de tangente, cujo 
comprimento seja igual à distância do ponto de contacto até a origem 
das coordenadas. 

2758. Achar a curva para a qual o segmento da normal, em qual- 
quer ponto da mesma, compreendido entre os eixos das coordenadas, 
esteja dividido ao meio neste ponto. 

2759. Achar a curva cuja subtangente tehna um comprimento 
constante a(a > 0). 

2760. Achar a curva cuja subtangente seja o dobro da abscissa 
do ponto de contacto. 

2761*. Achar a curva para a qual a abscissa do centro de gravi- 
dade da figura plana, limitada pelos eixos das coordenadas, por esta 


gd 
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mesma curva e pela ordenada de qualquer um dos seus pontos, seja 
igual a 3/4 da abscissa deste ponto. 

2762. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (3; 1), 
para a qual o segmento da tangente compreendido entre o ponto 
de contacto e o eixo OX esteja dividido ao meio pelo ponto de inter- 
seção com o eixo OY. 

2763. Achar а equação da curva que passa pelo ponto (2;0), 
sabendo-se que o segmento da tangente desta curva, compreendido 
entre o ponto de contacto e o eixo OY, tem comprimento constante 
e igual a 2. 


Achar as trajetórias ortogonais das famílias de curvas dadas a 
seguir (a é um parâmetro) e construir estas famílias e suas projeções 
ortogonais: 


2764. x? + у? = a 2765. у? = ах. 
2766. ху = а. 2767. (x — а)? + у? = a°, 


$ 4. Equações diferenciais homogéneas de 1* ordem 
1º. Equações homogêneas. Uma equação diferencial 
Pla, dx + Q(x, y) dy = 0 n) 


è homogénea, se Р(х, y) e Q(x, y) são funções homogêneas de mesmo grau. A equação 
(1) pode reduzir-se à forma 
y-f (3) 
х 


por meio da substituição у = хи, onde u é uma nova função incógnita, se transforma 
em equações com variáveis separadas. Pode-se também empregar a substituição 
£ = уи. 

Exemplo 1. Achar a solução geral da equação 


Solução. Fazemos a substituição y = sx; neste caso и + xw = e“ + w, ou 


et du = x . 
x 
с 
Integrando, obtemos 4 = — ш 1а — , donde 
x 
у= — хаја © . 


= 
2º. Equações que podem ser reduzidas às homogêneas. Se 
= f ал + һу + сү | 

a,x + by + € 


y (2 
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onde f é continua e 3 — |“ is #0, supondo-se na equação (2) х = w + а, 

а | 

y = v + B, onde as constantes x e B são determinadas pelo sistema de equações 
ак +В + 2, = Û, а + 5,8 + c, = 0, 

obtemos uma equação diferencial homogênea quanto às variáveis 4 e v. Se š = 0, 

supondo-se па equação (2) ax + by = w, obtemos uma equação com variáveis 

separadas. 


Integrar as equações diferenciais: 
2768. y =2 — 1, 2769. y = — Zt. 
x z 


2770. (x — y) y dx — x? dy = 0. 

2771. Achar, para a equação (x? + у?) dx — 2xy dy = 0 а fami- 
lia das curvas integrais e escolher as curvas que passam respectiva- 
mente pelos pontos (4; 0) e (1; 1). 

2772. y dx + (2 xy — x) dy = 0. 

2773. x dy — y dx = V x* + y dx. 

2774. (4x* + Зху + y?) dx + (4y? + 3xy + x?) dy — 0. 

2775. Achar a solução particular da equação (x?— 3y?) dx + 
+ 2xydy — 0, com a condição de que y — 1 para x — 2. 

Resolver as equações: 

2776. (2x — y + 4) dy + (x — 2y + 5) dx — 0. 


2777. y = че. 2778. y = Pe TE 


2779. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (1:0) e 
que tem a propriedade de que o segmento, que intercepta sua tangen- 
te com o eixo OY, é igual ao raio polar do ponto de contacto. 

2780**. Que forma se deve dar ao espelho de um projetor para 
que os raios de uma fonte de luz pontual reflitam-se formando um 
feixe paralelo? 

2781. Achar a equação da curva cuja subtangente é igual à mé- 
dia aritmética das coordenadas do ponto de contacto. 

2782. Achar a equação da curva para a qual o comprimento do 
segmento interceptado pela normal em qualquer um de seus pontos 
no eixo das coordenadas, é igual à distância deste ponto à origem das 
coordenadas. : 

2783*. Achar a equação da curva para a qual a área compreendida 
entre o eixo das abscissas, a mesma curva e duas ordenadas, uma das 
quais é constante e a outra variável, é igual a razão entre o cubo da 
ordenada variável e a abscissa correspondente. 

2784. Achar a curva para a qual o comprimento do segmento do 
eixo das ordenadas, interceptado por qualquer uma de suas tangen- 
tes, é igual à abscissa do ponto de contacto. 


22— 5129 
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$5. Equações diferenciais lineares de 1º ordem. 
Equação de Bernoulli 


1º. Equações lineares. A equação diferencial da forma 
У + P(a)y =Q(x) (D 
de 1º grau em relação a y e y”, onde P e Q são contínuas se chama linear. 
Se a função Q(z) = 0, a equação (1) toma a forma 
y + P(a) y = 0 (2) 
e recebe o nome de equação diferencial linear homogénea. Neste caso, as variáveis se 
separam e a solução geral da equação (2) é 
ME $ P(x) dx 
y=Ce (3) 
Para resolver a equação linear não homogênea (1), emprega-se o chamado método 
de variação da constante arbitrária. Este método consiste em, primeiramente, achar 
a solução geral da equação linear homogênea correspondente, isto é a expressão 
(3). Depois, supondo que nesta expressão C é a função de x, procuramos a solução 
da equação não homogênea (1) na forma (3). Para isto, colocamos na equação (1) y 
e y', deduzidas de (3), e da equação diferencial assim obtida determinamos a função 
C(x). Desta forma, obtemos a solução geral da equação não homogênea (1) na forma 
ELO 
y= С(ж) е E 
Exemplo 1. Resolver a equação 
Y = tg x*y + cos x. (4) 
Solução. A equação homogênea correspondente é 
yJ — tg z y = 0. 
Resolvendo-a, teremos: 


уеб 


cos x 
Considerando C como função de x e derivando, achamos: 
1 ас sen x 


cosx dx cos? x 


С. 


yc 
Colocando y e y' na equação (4), obtemos: 


1 dC sen x c ac 
. "С = 16 х - + cos x, ou — = cos? x, 
cosx dx cos? x cos x dx 


donde 


Cia = (cost ads = ut Sonar, 
2 


Portanto, a solução geral da equação (4) tem a torma 


y(Ieiees . 
2 4 cos ж ° 


Para resolver a equação linear (1) pode-se empregar também a substituição 
cau (5) 
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onde + e v são funções desconhecidas de х. Neste caso, a equação (1) toma a forma 
e + Pl) v + vu = QU). (6) 


w + P(x) w = 0, (7) 
de (7) achamos u e depois, de (6) achamos v e, finalmente, de (5) achamos y. 
2º. Equação de Bernoulli. A equação de 1% ordem da forma 
Y + Р(а) y = (а) y“, 
onde a 40 e x 2 1, chama-se equação de Bernoulli. Esta equação se reduz a linear 
através da substituição z— y1—«. Pode-se empregar também diretamente а substituição 


y = uv, ou o método de variação da constante arbitrária. 
Exemplo 2. Resolver a equação 


Exige-se que 


4 
у =y +V. 
x 


Solução. Esta é uma equação de Bernoulli (x = š) * Fazendo 
y = uv, 
teremos 
мо vu = Lu pay ou ve La] + vu ara. (8) 
ж x 


Para determinar a função 4 exigimos que se verifique a relação 


и. 0, 


х 
donde 
u = a, 
Colocando esta expressão na equação (8), temos: 
va = xVvxi, 


donde achamos v; 
2 
=) in| | +C] ; 
2 
e, portanto, obtemos a solução geral na forma 
2 
у= (атар с . 
2 
Achar as integrais gerais das equagóes: 


2785. L2x 2786. 9.42 дз, 
dx x dx x 
2787*. (1 + y?) dí = (YTF y?sen y — xy) dy. 
2788. у?4х — (2xy + 3) dy == 0. 
MAE as soluções particulares que satisfaçam as condições indi- 

cadas: 

2789. xy! + y — е = 0; y=b quando x = a. 

2790. у’ Ta —1—x=0; y —0 quando x = 0. 


2791. у — y tg x = - ; у==0 quando x = 0. 


cos x 


22* 
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Achar as soluções gerais das equações: 
BAY nt 
2792. TE + = xy. 


2793. 2xy Z — y: + x = 0. 
dx 
2794, y dx + Í: — i у) ay =0. 


2795. 3x dy = у(1 + х sen x — 3y? sen x) dx. 

2796. São dadas três soluções particulares y, y,, y; de uma 
equacáo linear. Demonstrar que a expressáo 

ра Ваше 4 

У-у 
conserva um valor constante para qualquer x. Que sentido geomé- 
„trico tem este resultado? 

2797. Achar as curvas para as quais a área do triângulo formado 
pelo eixo OX, a tangente e o raio vetor do ponto de contacto, é 
constante. 

2798. Achar a equacáo da curva para a qual o segmento inter- 
ceptado pela tangente no eixo das abscissas é igual ao quadrado da 
ordenada do ponto de contacto. 

2799. Achar a equacáo da curva para a qual o segmento intercep- 
tado pela tangente no eixo das ordenadas é igual à subnormal. 

2800. Achar a equação da curva para a qual o segmento inter- 
ceptado pela tangente no eixo das ordenadas é proporcional ao 
quadrado da ordenada no ponto de contacto. 

2801. Achar a equacáo da curva para a qual o comprimento da 
tangente é igual à distância desde o ponto de interseção desta tangente 
com o eixo OX até o ponto M(0, a). 


$6. Equações diferenciais exatas. 
Fator integrante 


1º, Equações diferenciais exatas. Se para a equação diferencial 


Р(х, y) dx + Q(x, y) dy = 0 (1) 
€ válida a igualdade Pa 2 , а equação (1) pode ser escrita na forma 4U(x, y) = 0 
y x 


e se chama equação diferencial exata. A integral geral da equação (1) é U(x, y) = c. 
A função U(x, y) é determinada pelo método indicado no cap. VI, $ 8, ou pela 
fórmula 


z » 
u= { Р(х, y) dx + {о »dy 


Yo 
(ver o cap. VII, $ 9). 
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Exemplo 1. Achar a integral da equação diferencial 
(342 + бху?) dz + (6x*y + 499 dy = 0. 


a ¡2 
Solução. Esta é uma equação diferencial exata, já que 26302 + 6xyn 


dy 
a 
= — = 12 xy e, portanto, a equação tem a forma dU = 0. 
X 
Neste caso 
80 _ за р буз e U базу 4493; 
ёх ду 


U- { (321 + 6x5?) de + 00) = 23 + 3л®у® + 90). 


Derivando U em relação a y, achamos O = 622y + ф'{у) = 64y + 45? (pela 


condição): dai q/(y) = 45 e ф{у) = y + C,. Definitivamente, obtemos U(x, y) = 
== x5 + 3335 + yi = C, e, portanto, 33 + За?у? + yt = C 6 a integral geral pro- 
curada da equação dada. 
2º, Fator integrante. Se o primeiro membro da equação (1) não é uma diferencial 
exata e são válidas as condições do teorema de Cauchy, existe uma função 
u = p(x, y) (fator integrante) tal, que 
u(Pdx + Qdy) = dU. (2) 


Dat obtemos que a função p satisfaz a equação 
д 2 
Фу (Р) = (10). 


O fator integrante y. é facilmente encontrado em dois casos: 
1) 1 3P _ 22 = F(x), então р = p(z); 
colo dz 


1/0P 0 
2 —[— — — | = F,(y), então = g 
) Р (2 2 ) 10), € u = us) 


3 
Exemplo 2. Resolver a equação |2xy + 22у + 2) da + (33 + y?) dy = 0. 


Solução. Temos р = 25у + ту + M, О= № + № e A GP. 90 = 
3 Q lo | Ox 
AP _ 20) 
ду 


_ 2: X + у%—2х 
7 ex 


ay? 
ар ойн, então 


= 1 e, portanto, u = (з). Como ou 


dx 
dolo dz = dz е np = zx, u = е. 
" Qi2» ôs É 


Multiplicando a equação por p = e”, obtemos: 
e + “э ت | ج‎ + еш + ao 


que é uma equação diferencial exata. Integrando-a, teremos a integral geral 
ye Í” + 2) =C. 
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Achar as integrais gerais das equações: 
V 2802. (x + y) dx + (x + 2y) dy = 0. 
v 2803. (x? + y? + 2x) dx + 2xy dy = 0. 
e 2804. (x° — 3xy? + 2) dx — (342y — y? dy = 0. 
__ __ #dy— ydx 2x dx 2 — 3⁄4 
2805. xdx = ydy Fr 2806. = 7 = dy — 0. 
2807. Achar a integral particular da equacáo 


(la) a + ei E] dy — 0, 


que satisfaça a condição inicial y(0) = 2. 

Resolver as seguintes equações que admitem o fator integrante 
das formas p = р(х) ou u —u(y): 

2808. (x + y?) dx — 2xy dy = 0. 

2809. y(1 + xy) dx — x dy = 0. 


2810. 2 dx + (99 —1n 2)dy=0. 
2811. (x cos y — y sen y) dy + (x sen y + y cos y) dx = 0. 


$7. Equações diferenciais de 1º ordem, 
não resolvidas em relação à derivada 


1%, Equações diferenciais se 1º ordem, de grau superior. Se a equação 
Fe у, y) = 0 (2 
é. por exemplo, de segundo grau em relação а y”, resolvendo-a (1) em relação a y”, 
obtemos duas equações: 
Y = fil у). У = f(x, у). (2) 
Desta forma, por cada ponto M,(xç, Yọ) de um determinado сатро do plano pas- 
sarão, em geral, duas curvas integrais. À integral geral da equação (1) tem, neste caso, 
a forma 
QD(x, y, C) = D,(x, y, C) Dix, y, C) = 0, (3 
onde Ф, e Ф, são as integrais gerais das equações (2). 
Além disso, pode existir para a equação (1) uma integral singular. Geometrica- 


mente, a integral singular representa a envolvente da família de curvas (3) e pode 
ser obtida eliminando-se C do sistema de equações 


Dx, у, С) = 0, @cC(z, y, C) = 0 (4) 
e eliminando-se ? = y' do sistema de equações 
F(z, y, р) = 0, Еж, y, p) = 0. (5) 


Convém assinalar que as curvas determinadas pelas equações (4) ou (5) não são 
sempre soluções da equação (1); por isso, em cada caso concreto é necessário tirar a 
prova, 
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Exemplo 1. Achar as integrais geral e singular da equação 
xy? + 2xy' — y = 0. 
Solução. Resolvendo em relação a y”, temos duas equações homogéneas 


piso pesto >. 
у = ++. y H |+ 


determinadas no campo 


a(x + у} > 0, 
cujas integrais gerais são 


(+®-]=© (z. y 


"рх у— С) —2VXi + ху = 0, (25 y— С) + 2V2 + xy = 0. 


ou 


Multiplicando-as entre si, obtemos a integral geral da equação dada 


(2х + y — С)? — 4(12 + zy) = 0 
ou 
(y — С) = 4Cx 
(familia de parábolas). 
Derivando a integral geral em relação a C e eliminando C, achamos a integral 
singular 
у+ = 0. 


(A prova mostra que y + x = 0 é a solução da equação dada). 


A integral singular também pode ser achada derivando-se хр? + 2xp — y = 0 
em relação a p e eliminando р. 


2º. Resolução da equação diferencial pelo método de introdução de um pará- 
metro. Se a equação diferencial de 1º ordem tem a forma 


z = Ф(у, у), 

as variáveis y e x podem ser determinadas pelo sistema de equaçóes 

1 & d, 

= ze , 2 Poa eb, Р), 

p ду dp dy 

onde p = у’ desempenha o papel de parámetro. 
Analogamente, se y = p(x, y”), as variáveis x e y são determinadas pelo sistema 
de equações 
ey , дф dp 


= — =, == d(x, р). 
? r Тр ДЫ А s, p) 


Exemplo 2. Achar as integrais geral e singular da equação 


” 

2 , 

yy xy . 
2 


. 
Solução. Fazendo a substituição y” = р, voltamos a escrever a equação na forma 


xc c xpo 
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Derivando em relação a x e considerando # como função de x, temos 


dp dp 
=24L р x — 
و2 = م‎ Rats 


ou £ (2p — ж) = (2p — 4), ou 2 = 1. Integrando, obtemos £ = x + C. Colo- 
x 
cando-a na equação primitiva, teremos a solução geral: 
2 
و‎ = (+ OP s + O) + — 


у= + Cr + ©. 


Derivando esta solução geral em relação a C e eliminando C, obtemos a solução sin- 
a 
gular: y = F . (A prova demonstra que y = = é a solução da equação dada). 
Se igualarmos a zero o fator 2p — x, no qual se fez a simplificação, obtemos 
p= z e, colocando este valor de 2 na equação dada, obtemos = y F , isto e, a 
mesma solução singular. 


Achar as integrais geral e singular das equações (nos nºs. 2812 — 
— 2813 construir o campo das curvas integrais): 


2812. y” — > y +1=0. 2813. 4y” — 9x = 0. 

2814. yy^— (xy + 1) y + х = 0. 2815. yy" — 24y + y = 0. 

2816. Achar as curvas integrais da equação y + у? = 1, que 
passam pelo ponto Mo; 2) 


Resolver as seguintes equações, introduzindo o parámetro у = p: 
2817. x = sen у + in y’. 2818. y = y^ e. 
2819. y = y + 2 n y. 2820. 4y = x° + y”. 


PY, 
2821. e* = 


§8. Equações de Lagrange e de Clairaut 
1°, Equação de Lagrange. A equação da forma É 


y = x9(2) + 90). (1) 


onde 4 = y”, recebe o nome de equação de Lagrange. Através da derivação e tendo 
em conta que dy = Р dx, a equação (1) se reduz à linear em relação а x e dx: 


Ф ds = ф(ф) dz + [29 10) + Wall dp. (2) 
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Se р Æ p(p), das equações (1) e (2) se obtém a solução geral em forma paramétrica: 
а= СҢ) + (Фф), y = (САР) + gN ol) + ФР), 

onde p é um parâmetro ef(p) e g(p) são determinadas funções conhecidas. Além disso, 
pode existir solução singular, que se procura de forma comum. 

2º. Equação de Clairaut. Se na equação (1) p(p) = P, obtém-se a equação de 
Clairaut 

Y = zp + pp). 

A solução geral desta equação tem a forma de y = Cx + (C) (familia de retas). 


Além disso, existe solução singular (envolvente), que se obtém como resultado da eli- 
minação do parámetro ф do sistema de equações 


z= — Fip) 
I y = x). 
Exemplo. Resolver a equação 
y = 2y”z + A . (3 
* 


Solução. Fazemos y” = р, então y = 2px + zd. derivando e substituindo dy 
Р 
por p dx, obtemos: 
рах = 2р dx + 2x dp — 


ou 
dot L, 
dp í 


Resolvendo esta equação linear, teremos: 
1 А 
s=— (In p + C). 
p 
Portanto, a equação geral será 


1 
y-2pk o. 
# 
Para achar a integral singular, segundo a regra geral, formamos o sistema 


1 1 
у = 2рх + —, 0 = 25 — 
+; > 


Daí 
1 5 2 
*m—-——, = 
2р f 
e, portanto, 
y = + 2V2z. 


Colocando y na equação (3), nos convencemos de que a função obtida não é a 
solução e de que, portanto, a equação (3) não tem integral singular. 


346 CAPÍTULO ІХ, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


Resolver as seguintes equações de Lagrange: 
2822. د ر‎ [y + 4) 283 у=у nmm 
2824. у= (1 + y) x + y”. 2825*. y = — ixQs + y). 


Achar as integrais geral e singular das seguintes equações de 
Clairaut e construir os campos das curvas integrais: 


2826. y= xy + у". 2827. у= xy +y. 
2828. y = ху m n mu 2829. y = ху + Es . 
y 


2830. Achar a curva para a qual a área do triángulo formado 
pela tangente da mesma em qualquer ponto e os eixos das coorde- 
nadas, é constante. 

2831. Achar a curva, se a distáncia desde um ponto dado até 
uma tangente qualquer da mesma é constante. 

2832. Achar a curva para a qual o segmento de qualquer uma 
das suas tangentes compreendido entre os eixos das coordenadas, 
tem um comprimento constante e igual a /. 


$9. Equações diferenciais diversas de 1* ordem 


2833. Determinar o tipo das seguintes equações diferenciais e 
indicar os métodos de sua resolução: 


а) (r+ yy + xaret >; Db) (8—0) = x°; 


E LN d) y —2xy + 3⁄2; 
е) ху + y —seny; f) (y — xy? y^; 

g y= xe; h) (у — 2xy) Vy = 25; 

i) у = (x + yy; j) xcos y' + y sen у = 1; 


) (x? — xy) y = у%; 
m) (x? + 2ху%) dx + (у? + Зу?) dy = 0; 
n) (x° — 3xy) dx + (x? + 3)dy=0; 
o) (xy? + In x) dx = y? dy. 
Resolver as equações: 
2834. a) (x — y cos Z] dx + xcos 2 dy = 0; 
x x 
b) x In Z dy — y dx = 0. 
y : 
2835. x da = [= =š 2) dy. 2836. Qxy? — y) dx + x dy = 0. 
» 

2837. ху + y = xy?ln x. 2838. y = ху + y In y. 


2839. 
2840. 
2841. 


2842. 


2844. 
2845. 


2847. 
2848. 


2849. 
2851. 


2852. 


2853. 
2855. 
2857. 
2859. 
2860. 
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у= ху +V— ау. 

ху + 1) dx + (33 — 1) (y — 1) dy = 0. 

(1 + y?) (e7 dx — e* dy) — (1 + y) dy = 0. 

у = 221 =n 2843. ye! = (уз + 2xe") y”. 
ES 

у + y cos x = sen x cos x. 

(1 — x3 y' + xy = a 2846. xy — —— — x = 0. 


x41 


y'(x cos y + a sen 2y) = 1. 


(y — x? + y — 1) dx + (xy + 2x — 3y — 6) dy = 0. 
y =) + 2850. ху? dx = (x%y + 2) dy. 
24 
TRE ERE 
У #+y+l há 
х y 

24s + [Lay - Zax = o. 
y =Z + tg. 2854. yy' + y? = cos x. 

x x 
x dy + y dx = y? dx. 2856. y'(x + sen y) = 1. 
у = — b+ P. 2858. x° dx — (14 + уЗ) dy = 0. 

y ` 


х?у'* + Зхуу + 2y2 = 0. 
x dx + у dy zdy—ydz م‎ 
ДЕЎ: > : 


2861. e" dx + (xe" — 2y) dy = 0. 


2862. 
2864. 
2865. 
2867. 
2869. 
2870. 
2871. 
2872. 
2873. 


2874. 
2875. 


y = 2xy' ++". 2863. y-(ü 4-In y — In >). 


(22% + yt) dy — ye dx = 0. 

y = 11-222. 2866. ху(ху? + 1) dy — dx = 0. 
a+y-1 

a(xy + 29) = хуу. 2868. x dy — y dx = y? dx. 

(x? — 192 dy + (x° + 3xy/ x° — 1) dx = 0. 


tg x 2 —y=a (a>0). 

dx 
Vaš T dy + (x + y — Vat + x°) dx = 0. 
хуу" — (х2 yt) + xy = 0. 

; 1 

у= ху tyr 
(3x2 + 2xy — y?) dx + (x? — 2xy — 3у?) dy = 0. 
2ур E = 3p? + Ay 

у 
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Achar as soluções das seguintes equações, para as condições 
iniciais indicadas: 
2876. y' Lit. y — 0 quando x — 1. 
х 
2877. е у = 1; y = 1 quando x = 1. 
2878. y ctgx + y = 2; y = 2 quando х = 0. 
2879. y + 1) = 1; у = 0 quando х = 0. 


2880. у + y = cos x; = i quando x = 0. 


2881. y —2y = — х2; у= quando x = 0. 


2882. y +y=2x; у= — 1 quando x = 0; 

2883. ху = y; а) y = 1 quando x= 1; b) y = 0 quando x —0 

2884. 2ху = y: a) y = 1 quando x = 1; b) y = 0 quando x= 0 

2885. 2xyy' + x? — y? = 0; a) у = 0 quando x —0; b) y = 1, 
quando x = 0; c) y = 0 quando x= 1. 

2886. Achar a curva que passa pelo ponto (0; 1) e que a substan- 
gente seja igual à soma das coordenadas do ponto de contacto. 

2887. Achar a curva, sabendo que a soma dos segmentos inter- 
ceptados pela tangente nos eixos das coordenadas é constante e 
igual a 22. 

2888. A soma dos comprimentos da normal e da subnormal é 
igual a unidade. Achar a equação da curva, sabendo que esta passa 
pela origem das coordenadas. 

2889*. Achar a curva para a qual o ângulo formado pela tangente 
com o raio vetor do ponto de contacto, é constante. 

2890. Achar a curva sabendo que a área compreendida entre 
os eixos das coordenadas, esta curva e a ordenada de qualquer 
ponto nela situado é igual ao cubo desta ordenada. 

2891. Achar a curva sabendo que a área do setor limitado pelo 
eixo polar, a própria curva e o raio polar de qualquer um de seus 
pontos é proporcional ao cubo deste raio. 

2892. Achar a curva para a qual o segmento que intercepta a 
tangente no eixo OX é igual ao comprimento da própria tangente. 

2893. Achar a curva para a qual o segmento da tangente compre- 
endido entre os eixos das coordenadas se divide ao meio pela pará- 
bola y? = 2x 

2894. Achar a curva para a qual a normal em qualquer um de 
seus pontos é igual à distáncia deste ponto até a origem das coor- 
denadas 

2895*. A área da figura limitada por uma curva, pelos eixos das 
coordenadas e pela ordenada de qualquer um dos pontos da curva 
é igual ao comprimento do arco correspondente da mesma. Achar 
a equação desta curva, sabendo-se que ela passa pelo ponto (0; 1). 
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2896. Achar a curva para a qual a área do triângulo que for- 
mam o eixo das abscissas, a tangente à curva e o raio vetor do ponto 
de contacto é constante e igual a a. 

2897. Achar a curva sabendo que o ponto médio do segmento 
interceptado no eixo OX pela tangente e a normal à mesma, é 
constante (a; 0). 


Ao compor a equação diferencial de 1º ordem, sobretudo nos problemas de física, 
são frequentes os casos em que é conveniente empregar o chamado método das dife- 
renciais e que consiste em que as relações aproximadas entre os incrementos infinita- 
mente pequenos das grandezas dadas e procuradas, corretas com uma aproximação 
até de infinitésimos de ordem superior, são substituídas pelas relações corresponden- 
tes entre suas diferenciais, o que não influe no resultado. 

Problema. Em um depósito há 100 litros de solução aquosa que contém 10 kg 
de sal. A água é despejada neste depósito com uma velocidade de 3 litros por minuto 
e se expulsa a mistura com a velocidade de 2 litros por minuto, sendo que a concen- 
tração é mantida homogênea mexendo-se a água. Quanto sal haverá no depósito de- 
pois de transcorrida uma hora? 

-Solução. Dá-se o nome de concentração c de uma substância dada à quantidade 
da mesma, contida em uma unidade de volume. Se a concentração é homogênea, a 
quantidade de substância em um volume V será igual a cV. 

Seja a quantidade de sal que há no depósito, depois de transcorrer £ minutos, 
igual a 4 kg. A quantidade da mistura que há no depósito neste instante será 


(100 + £) litros e, portanto, a concentração c = от kg por litro. 
+t 
Durante o espaço de tempo dt, do depósito saem 2 dt litros de mistura, que con- 
tém 2 c dt kg de sal. Por isso, a variação dx do sal do depósito caracteriza-se pela re- 
lação 
2x à 
100 + £ 


Esta é, precisamente, a equação diferencial procurada. Separando as variáveis e inte- 
grando, teremos: 


— dx = 26 dt, ou — dx = 


ln x = — 21n(100 + + In C 
ou 
e 
х = ————. 
(100 + 43 
A constante С é determinada a partir da condição de que quando ¢ = 0, x = 10, 
isto é ,C = 100000. Depois de uma hora no depósito haverá 
* _ 100 000 


= 3,9 kg de sal. 
1602 


2898*. Demonstrar que a superfície livre de um líquido pesado 
que gira em torno de um eixo vertical, tem a forma de um parabo- 
lóide de revolução. 

2899*. Achar a dependência que existe entre a pressão do ar e 
a altura, sabendo-se que esta pressão é igual a 1 kgf por 1 cm? ao 
nível do mar e de 0,92 kgf por 1 cm? a 500 metros de altura. 

2900*. Segundo a lei de Hooke, um cordão elástico de compri- 
mento Z, sob a ação de uma força de dilatação F, sofre um acréscimo 
do comprimento igual a AIF (k= const). Em quanto aumentará 
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‚ о comprimento deste cordão pela ação de seu próprio peso W, se 
ele está pendurado por um de seus extremos? (O comprimento inicial 
do cordão é de 1). 

2901. Resolver este mesmo problema com a condição de que no 
extremo livre de cordão haja um peso P. Ao resolver os problemas 
2902 e 2903 empregar a lei de Newton, segundo a qual a velocidade 
com que esfria um corpo é proporcional à diferença de temperaturas 
do corpo e do meio ambiente. 

2902. Achar a dependência entre a temperatura T e o tempo £, 
se um corpo aquecido até T, graus é introduzido num meio cuja 
temperatura é constante e igual a a graus. 

2903. Dentro de quanto tempo a temperatura de um corpo aque- 
cido até 100º baixará até 30º, se a temperatura ambiente é igual a 
20º e durante os primeiros 20 minutos o corpo esfriou até 60º? 

2904. O efeito retardador do atrito sobre um disco que gira 
dentro de um líquido é proporcional à velocidade angular de rotação. 
Achar а dependência desta velocidade angular em relação ao tempo, 
sabendo-se que o disco, que começou a girar com uma velocidade 
de 100 r.p.m., depois de um minuto passa a girar com a velocidade 
de 60 r.p.m. 

2905*. A velocidade de desintegração do rádio é proporcional à 
quantidade do mesmo. Sabe-se que passados 1600 anos resta a metade 
das reservas iniciais de rádio. Achar a porcentagem de rádio que 
estará desintegrado ao passarem-se 100 anos. 

2906*. A velocidade de saida da água por um orifício que se 
encontra verticalmente a uma distância # da superfície livre do li- 
quido é determinada pela fórmula 

v = cV2gh, 
onde c=0,6 e g é a aceleração da força de gravidade. 

Quanto tempo levará para sair a água que preenche uma caldeira 
semiesférica de 2 m de diâmetro, se sai por um orifício redondo, 
localizado no seu fundo e que tem 0,1 m de raio? 

2907*. A quantidade de luz absorvida ao passar por uma camada 
delgada de água é proporcional à quantidade de luz que incide 
sobre a mesma e à espessura desta camada. Se ao atravessar uma 
camada de água de 3m de espessura é absorvida a metade da quan- 
tidade inicial de luz, que parte desta quantidade chegará até a 
profundidade de 30 m? 

2908*. A resistência do ar durante a descida de um corpo em 
pára-quedas é proporcional ao quadrado da velocidade do movi- 
mento. Achar a velocidade limite de queda. 

2909*, O fundo de um depósito de 300 litros de capacidade, 
está coberto por uma mistura de sal e de uma substância indis- 
solúvel. Supondo que a velocidade com que se dissolve o sal é 
proporcional à diferença entre a concentração num instante dado e 


y ue X uie 


siena Certes: 


H ra 
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a concentração da solução saturada {1 kg de sal para 3 litros de 
água) e que a quantidade de água pura dada dissolve 1/3 kg de sal 
por minuto, achar que quantidade de sal conterá a solução no fim 
de uma hora. 

2910*. A força eletromotriz e de um circuito com intensidade 
de corrente z, Resistência R e indutáncia L, é igual à queda de 


tensão R£, mais a força eletromotriz de auto-indução E FI Deter- 


minar a intensidade da corrente z, no instante f, se e = E sen wt 
(E е о são constantes) e ¿== 0, quando Ї = 0. 


$10. Equações diferenciais de ordens superiores 


1º. Caso de integração imediata. Se 


ym = fa), 
temos 


y- fal 2 fo dx + Curl + Car? bus Cp 


n vezes 


2º. Caso de redução a uma ordem inferior, 1) Se a equação diferencial não 
contém y de forma explícita, por exemplo, 


F(z, у, y") = 0, 
então, fazendo y” = р, obtemos uma equação de ordem inferior em uma unidade 
Fls, p, р) = 0. 
Exemplo 1. Achar a solução particular da equação 
zy” + y” + * = 0, 
que satisfaça as condições 
y= 0, y'=0, quando z = 0. 
Solução. Fazendo y” = p, temos y” = p”, donde 
xp + pP + x = 0. 
Resolvendo esta equação como linear em relação à função P, obtemos: 
я? 
pr=C,— a . 


Da condição у’ = р = 0, quando x = 0, temos que 0 = C, — 0, isto é, C, = 0 
Portanto 


x 
-—— 
2 

ou 
dy х 
—= وک‎ 
4х 2 


donde, tornando а integrar, obtemos: 


xt 
= — — + C. 
y 4 2 
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Fazendo y = O quando x = 0, achamos C, = 0. Portanto, a solução que procuramos é 
E I 
2) Se a equação diferencial não contém x de forma explícita, por exemplo, 
Fiy. у’, у“) = 0, 
P 


então, fazendo y'= p e y" =p Ф. obtemos uma equação de ordem inferior em 
24 
ота unidade 
d; 
ЧЫ 22) =o. 
dy 
Exemplo 2, Achar a solução particular da equação 
уу-у? = № 
com a condição de que у = 1, у’ = 0, quando x = 0. 
Solução. Fazemos y” = р, neste caso y” = р de e a equação se transforma 
dy 
na seguinte: 
d 
کے ور‎ ук 
dy 


Obtemos uma equação do tipo de Bernoulli em relação a p(y é considerado argu 
mento). Resolvendo-a, achamos: 


P = 4 yC, +9. 


Da condição y' = p = 0, quando у = 1, temos C, = — 1. Portanto, 
b= + ууу*— 1 


d — 
2 2 кууу 1. 
dx 


Integrando, temos: 


1 
arccos — + x = Cy. 


y 
Fazendo y = 1 e x = 0, obtemos que C, = 0, donde LET соз y, Ou y = Sec x. 
y 
Resolver as equações: 
ue pd 
2911. y” = 3 2912. y Za 
2913. y” = 1 у". 2914. xy" + y == 0. 
2915. yy” = y”. 2916. yy" + y*=0. 
2917. (1 + x9) y dy + 1=0. 2918. y (1 + y”) = ay". 
2919. x?y" + ху = 1. 2920. уу = yty' + y”. 
2921. yy" —y'(1+y) = 0. 2922. у" = — r: 


2923. (x + 1)” — (x + 2) + x + 2 = 0. 


$ 0. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 353 


2924. xy” = yn 2- ` 2925. y + 1 (y) = xy”. 


2926. xy" +y” = 1 + x. 2927. y"? + = 4; 

Achar as soluções particulares para as condições iniciais indicadas: 
2928. (1 + a?) у" —2xy' = 0; y=0, y'=3 quando z= 0. 
2929. 1+ у —2yy"; y=1, y =1 quando x= 1. 

2030. уу" + y? = y"; У = 1, y'=1 quando x= 0. 

2931. xy" = y'; y = 0, y' = 0 quando x = 0. 

Achar as integrais gerais das equações: 

2932. xy' = V» +y y уу", 

2933. yy" = y" + y' || ر‎ y". : 

2934. y" — yy” = yy. 2935. yy” + y %— y" In y = 0. 
Achar as soluções que satisfaçam as condições indicadas: 

2036. y" = 1; y=1, y' =1 quando EE 


2937. yy - y^ — 1; y= 1, y'= 1 quando x = 0: 

2938. xy" =[14+9";y = 0 quando x =1; y = 1 quando хее, 

2939. y”(1 + In x) + E «y =2+Inx; у= iX = 1 quando 
x = 


2940. у= (in; уа, y'= 1 quando x = 1. 


2941. y" — y" + y'(y — 1) = 0; у= 2, y' = 2 quando x = 0. 
; У = 0 quando x= 0. 
2943. y? + y^ —2yy'' = 0; У = 1, y'= 1 quando x = 0. 
2944. уу + y” + yy" = 0; y=1 quando x=0 e y=0 
quando x — — 1. 
2945. 2y' + (y — 63) - y” = 0; У = 0, y' = 2 quando х = 2. 
2946. y'y! + yy” — y^ — 0; У 1, y'=2 quando x = 0. 
2947. 2yy' رة‎  4yt; y=1, у' = 0 quando х = 0. 
2948. 2yy" + y? — y^ —0; у= 1, y'=1 quando x = 0. 
294). у” = y'—y; у= —1, y =L quando z= 1 


2950. уу” + + ey —2yy*=0; y —1, y' =e quando s=— 5 
y 


2951. 14 уу" + y" —0; y —0, y'—1 quando x — 0. 
2952. (1 + yy") y” = (1 + y")y'; y = 1, y' 1 quando x = 0. 
2953. (x + 1)y” + xy? — y'; y=—2, y'= 4 quando x= 1. 


23— 5129 
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Resolver as equações: 
m 


2954. y = ay" + y”. 2955. y = xy" + y" — у" 

2956. y" = 4y". 

2957. yy'y'' = у? y". Destacar a curva integral que passa 
pelo ponto (0; 0) e que é tangente nele à reta y + x = 0. 

2958. Achar as curvas de raio de curvatura constante. 

2959. Achar a curva para a qual o raio de curvatura é popor- 
cional ao cubo da normal. 

2960. Achar a curva para a qual o raio da curvatura é igual à 
normal. 

2961. Achar a curva para a qual o raio de curvatura é duas vezes 
maior que a normal. 

2962. Achar as curvas para as quais a projeção do raio de curva- 
tura sobre o eixo OY é constante. 

2963. Achar a equação do cabo de uma ponto pênsil, supondo-se 
que a carga é distribuída uniformemente pela projeção deste cabo 
sobre uma reta horizontal. O peso do cabo é desprezado. 

2964*. Achar a posição de equilibrio de um fio flexível, que não 
estira, preso por seus extremos a dois pontos, e que tem uma carga 
constante g (incluindo o próprio peso do fio) por unidade de com- 

imento. 

2965*, Um corpo pesado sem velocidade inicial resvala por um 
plano inclinado. Achar a lei de seu movimento, se o ângulo de incli- 
nacáo é igual a a e o coeficiente de atrito é y. 


Indicação. A força de atrito é RN, onde N é a reação do plano. 


2966.* A resistência do ar durante a queda dos corpos pode ser 
considerada proporcional ao quadrado da velocidade. Achar a lei 
do movimento, se a velocidade inicial é igual a zero. 

2967*. Uma lancha a motor, de 300 kgf de peso, se move em li- 
nha reta com uma velocidade inicial de 66 m/s (—). A resistência da 
àgua é proporcional à velocidade e igual a 10 kgf, quando a velo- 
cidade é de 1 m/s (—). Dentro de quanto tempo a velocidade da 
lancha será igual a 8 m/s (—)? ; 


$11. Equações diferenciais lineares 


1º. Equações homogêneas. As funções y, = Ps), Ja = Pala), +.» Ул = Фя(®) 
chamam-se linearmente dependentes em (а, b), quando existem constantes C, 
Cy ..., Cn tais, que sem ser todas iguais a zero, temos 


Суу, + Coya + ... + Сауа = 0 quando a<x<b; 


em caso contrário estas funções recebem o nome de linearmente independentes. 
A solução geral da equação diferencial linear homogênea 


ж"! + Р) yD +... + Pala) y = 0 (1) 
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com coeficientes continuos P,(4) (í = 1,2,....n) tem a forma 
y = OY + Caya + ... + Сьут 


onde y, Уз, ..., Уп São soluções linearmente independentes da equação (1) (sistema 
fundamental de soluções). 


2º. Equações não homogêneas. A solução geral da equação diferencial linear 
não homogênea 


300 + Ра) OD +... Pala) y = f(9), (2 
sendo os coeficientes Ps(x) e o segundo membro f(x) funções contínuas, tem a forma 
y = X + Y, 


onde у, é a solução geral da equação homogénea correspondente (1) e Y, uma solução 
particular da equação não homogênea dada (2). 

Se um sistema fundamental de soluções У Yo °, Уп da equação homogéna (1) 
€ conhecido, a solução geral da correspondente equação não homogênea (2) pode ser 
encontrada pela fórmula 


у= Сх) у, + Сх) Js +- + Calz) ya, 
onde as funções C,(x) (í = 1,2, ..., n) são obtidas do sistema de equações: 
Сүз) у + Cala) Ya +... + Chula) yn = 0, 
Cil) yi + Cola) ya + ... + CM) ya = 0, 
3 E A RS (3 
си) st + Сда) 4. + суз) X79 — o, 
City f 7 + сиз) D+ + суз) fa) 


(método de variação das constantes arbitrárias ). 
Exemplo. Resolver a equação 


xy" y” = 4%, (4) 
Solução. Resolvendo a equação homogênea 
xy" + y' = 0, 


obtemos 

y = C, In z + Cy (5) 
Portanto, pode-se fazer 

у= ах e y = 1 
e procurar a solução da equação (4) na forma 

y = C,(3) In x + СД). 
Compondo o sistema (3) e tendo-se em conta que a forma reduzida da equação (4) 
é y" + = = z, obtemos 
¥ 


Са) ln z + Cila) - 1 = 0, 
st À " 
Сүз) — + Cilx) 0 = x. 
x 
Daí, 


Gg) = E 


3 
+4 ca ma کے‎ + 
e, portanto 
у= rama B, 
onde 4 e B são constantes arbitrárias. 


23* 
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2968. Investigar a dependência linear dos seguintes sistemas de 
funções: 


а) z, x+ 1; b) ×, 2x2; c) 0, 1, x; 
d) z, x + 1, x+ 2; е) xa, xŠ; f) e, e, er; 
g) sen х, cos x, 1; h) sen? x, cos? x, 1. 


2969. Compor a equação diferencial linear homogênea, conhe- 
cendo-se seu sistema fundamental de soluções: 


а) Jj = senx, Уз = COS x; 


b) у= e, ya = x 
c) yi = X Ув = 22; 
d) x, = €, ya = €“ sen x, ys = € cos x. 


2970. Conhecendo о sistema fundamental de soluções de equação 
diferencial linear homogênea 


У = X, ys = 22, Уз = 28, 
achar sua solução particular y, que satisfaça as condições iniciais 
decim 0, Ya = — 1, уга = 2. 
2971*. Resolver a equação 
2 
УУ 0; 


sen x 


conhecendo sua solução particular y, = 
2972. Resolver a equação 
(а x — 1) y" — xy’ + y = 0, 


conhecendo sua solução particular y, = x. 
Resolver as seguintes equações lineares não homogêneas pelo mé- 
todo de variação das constantes arbitrárias: 


2973. x, y” — y! = 3x2, 2974*. xy” + ху' — y = 22, 
2975. y''' + y! = sec x. 


$12. Equagóc. diferenciais lineares de 2° ordem 
com coeficiente constante 
1º, Equações homogéneas. A equação linear homogénea de 2* ardem com coefi- 
cientes constantes 2 e q, sem o segundo membro, tem a forma 
y” + by' + gy = 0. 0) 
Se k e k são as raizes da equação característica 
plk) = м + ph + q = 0, 02) 


х Confess 
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a solução geral da equação (1) é escrita em uma das três formas seguintes: 
р y= Сим" + Cut”, se k е №, são reais e №, 56 hy; 
2) y = (С, + Сул}, se А, = hy; 
3) y = e" (C,cos Bs + C, sen Ва), se k= + Bi e А, = a — B: (В 9 0). 
2*, Equações não homogêneas. A solução geral da equação linear não homo- 
génea 


X” + Ру + 4у f(x) (3) 
pode ser escrita em forma да soma 
у=»+Ү, 


onde y, é a solução geral da correspondente equação (1) sem o segundo membro, que 
se determina pelas fórmulas 1) —3), e Y é uma solução particular da equação 
dada (3), 

A função Y pode ser encontrada pelo método dos coeficientes indeterminados nos 
seguintes casos simples: 

1. f(x) == e**Pa(x), onde Pa(x) é um polinômio de grau n. 

Se a não é a raíz da equação característica (2), isto é, e(a) A 0, se considera 
У = e%2Q,(x), onde Qn(x) é um polinômio de grau x com coeficientes indeterminados, 

Se a é a raiz da equação característica (2), isto é, ela) = 0, se considera 
Y = v'e**Qa(x), onde r é o grau de multiplicidade da raíz а (r= 1 оц 7 = 2). 

2. f(x) = e**[Pu(x) cos bx + Qu(s) sen ba]. 

Se y (a + bi) Æ 0, se considera 

Y = ¿*[Sy(x) cos bx + Ty(x) sen bx], 


onde Sy(x) e Ty(x) são polinômios de grau N = máx (n, m). 
Se, ao contrário, p(a + bi) = 0, se considera 
Y = eS y(x) cos bx + Ty(x) sen bx), 
onde r é о grau de multiplicidade da raíz a + bi (para a equação de 23 ordem ғ = 1). 
No caso geral, para resolver a equação (3) se emprega o método ds variação das 
constantes arbitrárias (ver o $ 11). 
Exemplo 1. Achar a solução geral da equação 2y” — y” — у = 43022, 
Solução. A equação característica 242 — А — 1 = 0 tem as raizes hale 


| . A solução geral da correspondente equação homogénea (de primeira 


ky = ~= — 
ш 2 


x 
forma) é ya = C, + Cy 2. O segundo membro da equação dada f(4) = 41612 = 
= CPA. Portanto, Y = «(Аз + B), jå que n = ier = 0. Derivando Y duas 
vezes e colocando as derivadas na equação dada, obtemos: 
20 (44x + 4B + 44) — (242 + 2B + А) — (Ax + B) = dois, 
Simplificando por 222 e igualando entre si os coeficientes que correspondem às primei- 


ras potências de x e os termos independentes de ambos os membros da igualdade, 


temos JA = 4 e 74 + 5B = 0, donde 4 = £ ев--. 


Desta forma Y= ee ($ 2 TE), a solução gera da equação dada é 


1 
— F 

7 4 28 

e|. د‎ 

t E >) 


Exemplo 2. Achar a solução geral da equação y” — 2y' + y = xef, 


Y = C, + Ce 
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Solução. A equação característica А? — 2% + 1 = 0 tem uma raíz cujo grau de 
multiplicidade é duplo, А = 1. O segundo membro da equação é f(x) = xe”; neste 
caso, а = len = 1. А solução particular é Y = x!e*(4x + B), já que a coincide com 
a raíz & = 1, cujo grau de multiplicidade é igual a dois e, portanto, r = 2. 

Derivando Y duas vezes, colocando as derivadas na equação e igualando os coefi- 


cientes, obtemos А = i ; В = 0. Portanto, a solução geral da equação dada se 
escreve da forma 


y = (С, + €) е + i ade. 


Exemplo 3. Achar a solução geral da equação y” + y = x sen x. 
Solução. A equação característica А? + 1 = 0 tem as raízes kh = i e h, = — i 
A solução geral da correspondente equação homogênea será [(ver 3), onde а = 0 
e 8 = 11: 
Yo = C, cos z + C, sen x. 
O segundo membro tem a forma 
f(x) = e**[Pa(x) cos bz + Qm (z) sen ba], 
onde a = 0, b = 1, P,(z) = 0, Q, (#) = x. A ele corresponde a solução particular 
Y = a[(A z + B) cos z + (Cx + D) sen x] 
(neste caso N = 1, а = 0, b = 1, ғ = 1). 
Derivando duas vezes e colocando as derivadas na equação, igualamos entre si 
os coeficientes dos membros da igualdade que correspondem a cos x, x cos x, sen x 


e x sen x. Como resultado, obtemos quatro equações 24 + 2D = 0, 4C = 0, — 2B + 
+ 2С = 0, — 44 = 1, das quais se determinam А = — 1/4, B = 0, С = 0, D = 1/4. 


Por isso Y — — cosa + sena. 

A solução geral será 

>= C, cos x + Cp sen z — ema n 

3º. Principio de superposição de soluções. Se o segundo membro da equação 

(3) é uma soma de várias funções: 
FA = Л) + falo) + ... + fun) 
e Y, (i = 1,2,...,n) são as soluções correspondentes das equações 
X” + py + qy =  (i=1,2,....m), 


y = Y, + Y, + ... + Ya 
é a solução geral da equação (3). 


a soma 


Achar a solução geral das equações 


2976. y" — 5у + бу = 0. 2977. y" — 9y = 0. 
2978. y” — у = 0. 2979. у" + y = 0. 
2980. y" —2y' + 2y = 0. 2981. y” + 4y' + 13y 3 0. 
2982. y" + 2y' + y = 0. 2983. y" — 4y' + 2y = 0. 


2984. у" — ky = 0 (640). 2985. y = y" + y. 
2986. 7—7 = 3, 
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Achar as soluções particulares que satisfaçam as condições in- 
dicadas: 

2987. y" — 5у +4y=0; у= 5, у =8 quando x = 0. 

2988. y" + Зу + 2у —0; у= 1, y = —1 quando x = 0. 

2989. y" + 4y = 0; у= 0; y = 2 quando x — 0. 

2990. y” + 2у = 0; y=1, у = 0 quando х = 0. 


2991. y =; У = a, у = 0, quando x = 0. 


2992. у" --3y' = 0; у = 0 quando х = 0 e y=0 quando х= 3. 

2993. y"-En*y = 0; y = 0 quando x —0ey —0 quando х= 1. 

2994. Indicar a forma das solugóes particulares das seguintes 
equacóes náo homogéneas: 

a) y" — dy = х2; b) y” + 9y = cos 27; 

€) y" — 4y' + 4y = sen 2x + e; 

d) y” + 2y' + 2y.— e" sen x; 

e) y” — 5у + бу = (x° + 1) # + xe; 

1) y” — 2у' + 5y = хе? cos 2x — x" sen 2x. 

Achar as soluções gerais das equações: 


2995. y" — 4у + 4y = x. 2996. y" — у + y = xë + 6. 
2997. y” + 2y' + y = ez, 2998. y" — 8y' + 7y = 14. 
2999. y” — y = е. 3000. у'' + y = cos x. 


3001. y" + y — 2y = 8 sen 2x. 3002. y" + y'— бу = xe 
3003. y'' — 2y' + y = sen x + sen h x. 
3004. y” + y' = sen? x. 3005. y""—2y'+5y=e* cos 2x. 


3006. Achar a solução da equação y” + 4y = sen x, que satisfaz 
as condições y = 1, у = 1 quando x = 0. 


Resolver as equações: 

3007. + + оёх = А sen pt. Examinar os casos: 1) р +w; 
2) ó = o. 

3008. у” — 7y' + 12у = —e*. 3009. y" — 2y = x1— 1. 


3010. y” —2y' + y = 22, 3011. y” —2y' = е + 5. 
3012. y” — 2y' — 8y = е — 8 cos 2x. 
3013. y + y = 5x + 26. 3014. y” — y'= 2x— 1 — 3e. 


3015. y + 2y' + y = е + e. 
3016. y" — 2y' + 10у = sen 3x + e”, 


3017. y" — 4y + 4y = 2* 45. 
3018. y” — Зу = x + cos x. 
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3019. Achar a solução da equação y” — 2y' = e7 + 12-- 1, que 
satisfaz as condições y = i ‚ У = 1 quando x = 0. 


Resolver as equações: 

3020. y" у= 2х ѕеп х. 3021. y” — 4y = e” sen 2x. 

3022. y" + 4y = 2 sen 25 — 3 cos 25 + 1. 

3023. y” — 2y' + 2y = 4° sen x. 

3024. y” = хе -+ y. 3025. y” + 9y = 2x sen x + xe”. 

3026. y" — 2у' — 3y = x(1 + e). 

3027. y" — 2у = 3x--2xé. 3028. y" — 4у + dy = xe”. 

3029. у” + 2y — Зу = 2xe * + (x + e”. 

3030*. y” + y = 2x cos x cos 2x. 

3031. y” — 2y = 2xe (cos x — sen x). 

Empregando o método de variação das constantes arbitrárias, 
resolver as equações: 


3032. y" + y = tg x. 3033. y" + y — ctg x. 

3034, y" y +y=£. 3035. y^ +2y y = 
"1 RM 1 I n = А 

3036. y узсе 3037. у um sen x 


3038. a) y" — y = tg hx; b) y” — 2y = 4x*e". 

3039. Dois pesos iguais pendem no extremo de uma mola. Achar 
à equação do movimento que efetuará um destes pesos, se o outro 
se soltar. 

Solução. Suponhamos que o aumento de comprimento que experimenta a mola 
sob à ação de um dos pesos, em estado de repouso, é igual a a e que a massa dele é 
т. Designamos por + a coordenada deste peso, tomada em direção vertical a partir 
da posição de equilíbrio quando há apenas um peso. Neste caso, 


ER 
а? 


a? 
onde, evidentemente, А = —— e, portanto, p = — E ж. A solução geral é 
s 
Р! d. 
x = C; cos £ ++ Cy sen £. As condições iniciais nos dão x= a e = = 0 
quando і = 0; daf С, = a e C, = 0, portanto 
ж = @ cos [2 
a 


3040*. A força que dilata uma mola é proporcional ao aumento 
do comprimento da mesma e igual a 1 kgf, para um aumento de 
comprimento de 1 cm. Na mola está suspensa uma carga, cujo peso 
é de 2 kgf. Achar o período do movimento oscilatório que receberá 
esta carga se a estirarmos um pouco para baixo ea seguir solta-lá. 


antest 
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3041*. Uma carga de peso P = 4 kgf está suspensa numa mola 
que se dilata em 1 cm. Achar a lei do movimento desta carga, se 
o extremo superior da mola efetua oscilações harmônicas verticais 
y == 2 sen 307 cm e no momento inicial a carga estava em repouso 
(a resistência do meio é desprezada). 

3042. Um ponto material de massa m é atraído por dois centros. 
A força de atração de cada um é proporcional à distância (o coefi- 
ciente de proporcionalidade é igual a k). Achar a lei do movimento 
deste ponto, sabendo-se que a distância entre os dois centros é 2b, 
que no momento inicial o ponto em questão se encontrava no seg- 

. mento que une entre si tais centros, a uma distância c do ponto 
médio do mesmo e que sua velocidade era igual a zero. 

3043. Uma cadeia de 6 m de comprimento desliza sem atrito 
desde um suporte para baixo. Se o movimento se inicia no momento 
quando está suspenso 1 m de cadeia, quanto tempo levará para 
esta deslizar por completo? 

3044*, Um tubo comprido e estreito gira com uma velocidade 
angular constante «+ em torno de um eixo vertical, perpendicular a 
ele. Uma bola que se encontra dentro do tubo desliza por ele sem 
atrito. Achar as leis do movimento da bola em relação ao tubo, 
considerando que: 

a) no momento inicial a bola se encontrava a uma distância a 
do eixo de rotação e sua velocidade neste momento era iguala zero; 

b) no momento inicial a bola se encontrava no eixo de rotação 
e tinha uma Velocidade inicial vo. 


$ 13. Equações diferenciais lineares de ordem superior 
а 2* com coeficientes constantes 
1º. Equação homogênea. O sistema fundamental de soluções y,, Yz ..., yg da 
equação linear homogênea com coeficientes constantes 
YM + 469-0 + ... Y + any = 0 (1) 
é composto à base do caráter que têm as raízes da equação característica 
Ва + ak + ... + ан + an = 0. (2) 


Isto é: 1) se & é uma raíz real da equação (2) de grau de multiplicidade m, a esta cor- 
respondem 74 soluções linearmente independentes da equação (1): 
: э = 69, ур = geht, , ya = ati ett; 


2) se æ -+ Ê, é um par de raízes complexas da equação (2) de grau de multiplici- 
dade +, a elas correspondem 2m soluções linearmente independentes da equação (1): 
y = کم‎ cos Bx, y, = d" sen Bx, ys = хе cos Bx, y, = xe” x 

X sen Bz,..., gg = x7 716" cos Br, урь = x77 ع‎ sen Br. 
2º. Equação não homogénea. A solução particular da equação não homogênea 
YA + ay 0870 + n y + азу = Дз) (3) 

é procurada baseando-se nas regras do $ 12, 2° e 3º. 
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Achar as soluções gerais das equações: 

3045. y” —13y"+i2y' = 0. 3046. y” — у = 0. 

3047. y" + y = 0. 3048. y'* — 2y” = 0. 

3049. y" —3y"--3y —y = 0. 3050. yY + 4y = 0. 

3051. yY + 8y” + 16у = 0. 3052. уу + y = 0. 

3053. yY — 2y" + y = 0. 3054. yY —aty=0 (a 4 0). 
3055. y! — бу” +9y=0. 3056. yY + aly"=0 (a + 0). 
3057. yY +27" + y" = 0. 3058. у! + 2y" + y = 0. 
3059, ут + * yecn HED yen y E yo 0. 


3060. y!* — 2y"' + y" == е. 3061. уу — 2y"' + y" = x. 
3062. y” — y = z8 — 1. 3063. yY + y” = cos 4x. 
3064. y" + y” = х2 + 1 + e. 
3065. y” + y" + у + y = x. 
3066. y” + у = tg x sec x. 
3067. Achar a solução particular da equação 
y + 2y” + 2y' + y = x, 
que satisfaz as condições iniciais y(0) = y’ (0) = y“ (0) = 0. 


$ 14. Equações de Euler 
A equação linear da forma 


(ax + b)ny(n) + А (ах + b)#-1y(n-1) + ,.. + Ag lar + D)y' + Any = f(x), (1) 


onde a, b, A,...., An-, An São constantes, chama-se equação de Euler. 
Para o campo ax + b > 0, introduzimos uma nova variável independente /, 
supondo 
ax + b = et. 


y = ae dy у= | Py — al 


Então 


dt s dt 
y” == ae E Фу —-3—— Py $2 A etc. 
а? dt 


e a equação de Euler se transforma em uma edente linear com coeficientes constan- 
tes. Quando ax + b< 0, fazemos ax + b == — 

Exemplo 1. Resolver a equação sty” -+ por +y=1 

Solução. Fazendo x = e', obtemos: 


dy ,لے‎ Фу (2-5). 


dz dt ах? de dt 
Portanto, a equação dada toma'a forma 
а? 
Lo 


an 
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daí р 
у == Сү созі + C, sen t + 1 
ou 
y = С, cos (In z) + С, sen (In x) + 1 
Para a equação homogénea de Euler 


anya) + A In) + Any’ + Any = 0, (2) 
quando x > 0 pode-se procurar uma solução na forma 
y = sk, (3) 


Colocando em (2) y, y’, ..., y(%), determinadas pela relação (3), obtemos a equação 
característica, da qual pode-se achar o expoente k. 


Se k é uma raíz real da equação característica, de grau m de multiplicidade, a 
ela correspondem m soluções linearmente independentes 


Xim s, yim 20 ш х, y = xk(In +)%,..., ya = zk(n ama 


Se a + B i é um par das raízes complexas de grau m de multiplicidade, a elas cor- 
respondem 2m soluções linearmente independentes 


y, = 5° cos(B In z), Уз = z” sen(f In x), 
= %* In x cos(B In x), Ya = 4” ln x sen(B In x). 


Xsm-1 = 2% (In x)9-1 cos(B In x), E p = 4" (In 2)*7! sen(B In x). 


Exemplo 2. Resolver a equação x*y^' — 3xy' + 4y = 0. 
Solução. Fazemos 


у=з®; у= Аі, y" = h(k — Dzk-s. 


Substituindo na equação dada, depois de simplificar por zk, obtemos a equação 
característica 
да — 4k 4-4 = 0. 


Resolvendo-a achamos 
k, = h, = 2, 
portanto, a solução geral será 
y = Су? + Cy? ln z. 
Resolver as equagoes: 
3068, х2 27. + 3х2 +y=0 3069. 22y' — ху — 3y = 0. 
dz? dx 

3070. x*y'" + ху + 4y = 0. 

3071. xy” — 3х?у'' + бху — бу = 0. 

3072. 0x + 2) у" + 7у =0. 3073.7 =Z. 


3074. y" + = +2=0. 3075. xy" — 4xy' + бу = x. 


3076. (1 + x)* y" — 3(1 + x) у + 4y + (1 + z). 
3077. Achar a solução particular da equação 
ay" س‎ ху + y = 2x, 
que satisfaça as condições iniciais: y == 0, y'— 1 quando х = |. 
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$ 15. Sistemas de equações diferenciais 


Método de eliminação, Para achar, por exemplo, a solução de um sistema nor- 
mal de duas equações diferenciais de 1º ordem, isto é, de um sistema da forma 


dy 


ds 
RE = fla, y, 2), E = #(z, y, 2), (1) 


resolvido em relação às derivadas das funções у е 2 procuradas, derivamos uma delas 
em relação a x. Temos, por exemplo: 

diy ef 

— = — + — f + — z. 2) 

da ёх + ду д: E ® 

Determinando z da primeira equação do sistema (1) e colocando a expressão obtida 

dy 

z = я, у, — 3 

ef s Y 2) Ө) 

na equação (2), obtemos uma equação de 2* ordem com uma função incógnita y. 

Resolvendo-a, achamos: 

у= Ф С, с, (4 

onde C, e C, são constantes arbitrárias. Colocando a função (4) na fórmula (3), deter- 

minamos a função z sem necessidade de novas integrações. O conjunto das fórmulas 

(3) e (4), onde y na fórmula (3) foi substituído por ф, dá a solução geral do sistema (1). 

Exemplo. Resolver o sistema 


ЗУ + و2‎ p ar 1+ 4z, 
X 


d 
dz 3 
— -k y — z = la, 
dx * 2 
Solução, Derivamos a primeira equação em relação а ғ: 
Фу ФУ 4425 4. 
dx? dx dx 
Da primeira equacáo determinamos z — К (' + 44 — z _ >) e então, da 
4 x 
segunda equação teremos: кы = = m+ x+ És — 3, ad ay + Colocando os 
dx 2 4 2 4 dx 


valores dé z e de = na egtiação obtida depois de derivar, chegamos à equação 
zd 
de 2º ordem com uma incógnita y: 
zy 
аҳ? 
Resolvendo-a, achamos 


+Š g=-68-4+3 
dx 


у == C, Cun + zt + z, 


e então + 
[1-29] curtia e. 
4 dx 4 2 


Pode-se proceder de forma análoga no caso de sistemas de maior número de equações 
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Resolver 05 sistemas: 


dy dy c. 
x77 ^ 3099. | de O f e 
de 
و‎ E 4y+3z=0, 
E=-3y-s 
3080.4 “ 
ds 
m cru 
dr __ dx — 
dau aorta 
v i dy 
3081. » 2, 3082. 3 = x +2, 
da 4 _ 
= 4 wc 
»Tz Э + 2y + z=sen x, 
3084. 
E x +z. LE — 22 = cos x. 
de — 7 р А dx У т I 


ЗУ + 3y + 4z= 2x, 
y=0, 2=0 quando x — 0. 
— — y — z = x; 


= — 4x — y + 364 = 0, 
z = 0, y = 1 quando / = 0. 
3 25 y+2⁄ = 0; 


Š 
Ejs 
lI 


Ax dy dz dx dy de 
3088*. а) ——— === ; Ea А 
) 24 Jaya 2y 2y8 ^ ) xy xy НЫ 


destacar а curva integral que passa pelo ponto (1; 1; —2). 
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Sag £y = م‎ 

a += , qa 27 + 42 0, 
3089. А 5 3090. E 

z z 

u OR de Do EUR 


3091**, Um projétil sai do canhão com velocidade inicial vo, 
formando um ângulo « com o horizonte. Achar a equação do movi- 
mento deste projétil considerando a resistência do ar proporcional 
à velocidade. . 

3092*. Um ponto material M é atraido por um centro O com uma 
força proporcional à distância que os separa. O movimento começa 
no ponto А, a uma distância а do centro, com velocidade incial vj, 
perpendicular ao segmento OA. Achar a trajetória do ponto M. 


$46. Integração de equações diferenciais através 
de séries de potências 


Se não é possível integrar uma equação diferencial através de funções elementa- 
res, pode-se procurar a solução, em certos casos, na forma de séries de potencias. 


© 
у= Y) Cala — zg". п) 
n=0 
Os coeficientes indeterminados Cg(» = 0, 1, 2,...) são encontrados colocando-se а 
série (1) na equação e igualando os coeficientes que correspondem à potências iguais 
do binômio x — x, em ambos os membros da igualdade assim obtida. 
Pode-se também procurar solução da equação 


y” = f(x, y), onde (xo) = Yo (2) 
em forma de série de Taylor 
Sa 0) n 
= I. lg = s 3 
y) > al (x — з) (3) 


onde y(zj) = ye Y (ze) = f(*e Yo) e as derivadas y(M(xp) (и = 2,3,...) são achadas 
sucessivamente através da derivação da equação (2) e pela substituição de x pelo 
número xq. 
Exemplo 1. Achar a solução da equação 
y" ху = 0, 
Se y = y, y" = у, quando x = 0. 
Solução. Fazemos 
y = eq + ex bes + 6g X" + ..., 
donde, derivando, obtemos: 
y” = 2+ Ye + 3+ 2e +... + нін — 1) сах" + (n + Dc + 
+ (n + 2) (n + Dong" + 
Colocando y e y” na equação dada, chegamos à identidade 
[2 - 1, + 3: 2632 +... + n(n — 1) cazt— + (n + 1) nog ux + 
+ (r+ 2) (n + 1) ceart” + ...] — Жо + сул + ... tes 0, 
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Reunindo no primeiro membro da igualdade obtida os termos que tenham x com igual 
potencia e igualando a zero os coeficientes que correspondem a estes potencias, 
teremos: 
%=0; 3:25 — t = 0; = So 14-36 — = 0; а= а; 

3-2 4-3 


5:45 — с = 0; с = PERS 
Em geral 
€; £e е, à 
= , D 
= 2-3-5-6..... (3k — 1) 3k n 3.4.6.7... - 3&(35 + 1) 
Cr =0 (&— 12, 3,..). 
Portanto, 
23 a x 
=c Í 1 + Tec +... 
2 .[ 2.3 * 2.3.5.6 2۰3۰56۰...“ (9k — 1) 3k |+ 
a a? an y 
+alr+ Tec - To 4) 
1 3-4 * 374-6.7 3:4-6-7-..- 3А(3В + 1) po 


onde cy = % € ce, Yo 

Utilizando o critério de D'Alembert é fácil certificar-se que a série (4) é conver- 
gente para — oo < x < + oo. 

Exemplo 2. Achar a solução da equação 


x+ у; у= 00) = 1.‏ = ر 
Solução. Fazemos‏ 


a 


у=» + + T Ж ау Ж 23 + ... 


Temos y, = 1, yy = 0 + 1 = 1. Derivando os dois membros da p = 
achamos consecutivamente y” = 1 + у, уу= 1+ 1=2, y = у”, y” = 
Portanto 


z + y. 
2, et 
у= ї+є 2 m+ RD M 
21 31 
No exemplo examinado pode-se escrever a solugáo encontrada na forma definitiva 
у= 1+ z+ 2(®— 1 — ж) ou y=2e — 1— x. 

Deve-se proceder da mesma forma no caso de equações diferenciais de ordens 
superiores. A investigação da convergência das séries obtidas, em geral, é complexa 
e não é considerada obrigatória na resolução dos problemas deste parágrafo. 

Achar, através de séries de potências, as soluções das seguintes 
equações com as condições iniciais indicadas. 

Nos nºs. 3097, 3098, 3099 e 3101 investigar a convergência das 
soluções obtidas. 

3093. у = y + x2; y= —2 quando x = 0 

3094. у = 2у + x— 1; y = y, quando x = 1. 


3095." у’ = у? + 43; y=} quando x = 0. 


3096. у = х? — y*; y = 0 quando x = 0. 
3097. (1 — xy = 1 + x — y; у = 0 quando x = 0; 
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3098*. xy" +y=0; у= 0, у = 1 quando х = 0. 
3099. y" + ху= 0; y=1, y =0 quando x = 0. 
3100*. у +2у + و‎ У = 1, у = 0 quando x = 0. 
3101*. y’ + و‎ +у=; у= 1, у = 0 quando х = 0. 


dx dx 
DA E =0; s=a, Č = = 0. 
3102 ze + x cos £ s I DN 3 O quando f 


$ 17. Problemas do método de Fourier 


Para achar a solução de uma equação diferencial linear homogênea em derivadas 
parciais pelo método de Fourier é preciso, inicialmente, procurar as soluções parti- 
culares desta equação de tipo especial, cada uma das quais representa em si o pro- 
duto de funções que dependem de um só segmento. No caso mais simples tem-se um 
conjunto infinito destas soluções uw (1 = 1, 2, ...), linearmente independentes para 
qualquer número finito entre si e que satisfaçam as condições de limite dadas. À so- 
lução є procurada é representada em forma da série destas soluções particulares 


eo 
“= > Cats. (1) 


mi 
Ficam por determinar os coeficientes Cy, que são encontrados a partir das condições 
INICIAIS. i 
Problema. O deslocamento transversal и = u(x, f) dos pontos de uma corda, 
cuja abscissa é x no instante /, satisfaz a equação 


— =a, @ 
onde at = 2, (T, 6 а tensão е р а densidade linear da corda). Achar а forma 
e 
que terá esta corda no instante ?, se seus extremos x.— 0 e x= 1 estão fixos e no 
instante inicial £ = O a corda tinha a forma da parábola “= E a(l — x) (fig. 107) 
e seus pontos tinham uma velocidade igual a zero. 
U 


£ 
2 


FIG. 107 


Solução. De acordo com as condições do problema, deve-se achar uma solução 
u = u(x, f) da equação (2) que satisfaça às condições do limite: 
(0,83 = 0, ud, д = 0 
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€ as condicóes iniciais: 
4h 
u(x, 0) = rx = з), 


u(x, 0) = 0. 
Procuramos as soluções, diferentes de zero, da eguação (2) de tipo especial 
и = X(x) T(t). Colocando esta expressão na equação (2) e separando as variáveis, 


19 


obtemos: Ts x" 
Ier, à 
€ — Xi 


Como as variáveis z e t são independentes, a identidade (5) só será possível no 
caso em que о valor total da relação (5) seja constante, Desi esta constante 
por meio de — Af, achamos duas equações diferenciais ordij 

T(O + (09? T() = 0 e Ха) + XXi) = 0. 

Resolvendo estas equações obtemos. 

T(t) = A cos aM + B sen aM, 

X(x) = C cos Ал + D sen 2x, 
onde А, B, C, D são constantes arbitrárias. Das condições (3) temos: X(0) = 0 e 
ХЦ) = 0, portanto C = 0 е sen X = 0 (já que D não pode ser igual a zero a9 mes- 
mo tempo que C). Por isso, Ay = T onde k é um número inteiro. E fácil cop- 


vençer-se que não se perde 2 generalidade se tomarmos para k unicamente os valores 
positivos (4 = 1, 2, 3,...). Para cada valor de Ay, corresponde uma solução particular 


Ye = [ar cos PER Ву ма P jo, 


que satisfaz às sondições do limite (3). Compomos a série 
` + By sen =) son 255 


u = у ° | Ag cos 
E^ 
сија soma, evidentemente, satisfaz a equação (2) e as condições do limite (3). 
Devemos escolher as constantes Az e By de modo que a soma da série satisfaga 
as condições iniciais (4). Como 


ди y fez, ~ 4 sen SETE 4 By ços SEP sem HR, 
ef i 
então, fazendo ¢ = 0, obtemos; 
< kms 4 
sds, вт Andar Ne 


Portanto, para determinar os cocficientes Ap e By é preciso desenvolyer por senos 
em série de Fourier a função uls, 0) = e ea função 1 ES шо, 
De acordo com as fórmulas já conhecidas (cap. VIII, $4, 3º, temos: 
1 


dem ri 2) sen PEL ; o, 
125 1 т 
9 
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se à é impar; e Ag = 0, se А é par; 


A solução procurada será 
32h © sa 2: 1 
AS CLE ра AS 


i = 2 Ba + 133 1 
3103*. No instante inicial ¢ = 0 uma corda presa em seus extre- 
mos x==0 e x=1, tinha a forma da sinusóide и == А sen, 


sendo as velocidades de seus pontos iguais a zero. Achar a forma 
desta corda no instante f. 
3104*. No instante inicial ¿ = O foi imprimida aos pontos de uma 


corda retilínea 0 < x « i uma velocidade de z = 1. Achar a forma 


que terá esta corda no instante 7, se seus extremos x = 0 e x= 1 
estão fixos (ver o problema 3103). 
3105*. Uma corda, cujo comprimento é / = 100 cm, presa por 
seus extremos x — 0 e x — 1, está, no instante inicial, estirada no 
to x = 50 cm a uma distância 4 = 2 cm e depois é solta sem 
golpeá-la. Determinar a forma desta corda num instante £ qualquer. 
3106*. Ao vibrar no sentido longitudinal uma vareta reta, del- 
gada e homogénea, cujo eixo coincide com o eixo OX, o deslocamento 
= u(x), t) de sua seção transversal, de abscissa x, no instante z, 
satisfaz a équação 
Pu 2 


en ox 
onde a? = = (E é o módulo de elasticidade e p, a densidade da va- 


reta). Determinar as vibrações longitudinais da vareta elástica 
horizontal, cujo comprimento é / = 100 cm, que estando presa por 
um dos seus extremos, x = 0 e estirando-se por outro lado x = 100 
no comprimento AJ = 1 cm, a seguir é solta, sem ser golpeada. 
3107*. Para a vareta reta homogênea, cujo eixo coincide com o 
eixo OX a temperatura и = u(x, і) de sua seção de abscissa x, no 
instante £, quando não existem fontes de calor, satisfaz a equação 
da condutibilidade térmica 
u _ ыды 
a as" 


onde a é uma constante. Determinar a distribuição da temperatura 
numa vareta de } = 100 cm de comprimento, para qualquer instante 
1, se é conhecida a distribução inicial da temperatura 


щ(х, 0) = 0,01 x(100 — x). 


Capítulo X 
CÁLCULOS APROXIMADOS 


$ 1. Operações com números aproximados 


1º. Erro absoluto, O erro absoluto de um número aproximado a, que substitue 
um número exato 4, denomina-se o valor absoluto da diferença entre eles. O nüme- 
ro À, que satisfaz a desigualdade 


H-a<a (2) 


recebe о nome de limite do erro absoluto. O número exato 4 se encontra entre os li- 
mites a — A < A < a+ A. 

2º. Erro relativo. Entende-se por erro relativo de um número aproximado a, 
que substitue um número exato 4(4 > 0), à razão do erro absoluto à e o número 
exato 4. O número 8, que satisfaz a desigualdade 


A — 
Mal «8 (2) 
chama-se limite do erro relativo do número aproximado а. Como praticamente А % а 


como limite do erro relativo se toma com frequência о número 8 = 5, 
Я а 
3º. Número de cifras decimais exatas, Diz-se que um número aproximado e po- 
sitivo a, escrito em forma decimal, tem s cifras decimais exatas em sentido estrito, 


se o valor absoluto do erro deste número não excede em > da undiade decimal de 


ordem enésima. Neste caso, quando 1 > 1, pode-se tomar como limite do erro relativo 
о número 
1f 11 
$-—[— , 
2k Y 10 


onde k é a primeira cifra de valor do número a. Ao contrário, se sabemos que 
-1 
š < em = "^, o número a terá n cifras decimais exatas em sentido estrito. 
(+ Dt 
Em particular, o número a terá com certeza » cifras exatas em sentido estrito, se 


^ 
3« al) š 
2110 
Se o erro absoluto de um número aproximado a não excede a uma unidade de 
última ordem decimal (como ocorre, por ex., com os números que surgem nas medi- 
ções com precisão de até a unidade respectiva), diz-se que todas as cifras decimais 


deste número aproximado são exatas em sentido amplo. Quando o número aproximado 
tem mais cifras de valor, este, se é o resultado final de cálculos, se arredonda geral- 
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mente de tal forma, que todas as cifras restantes são exatas no sentido estrito ou 
amplo. 

Futuramente iremos supor que ao, escrevermos os dados iniciais, todas as cifras 
serão exatas (sempre que não se diga o contrário) em sentido estrito. Quanto aos re- 
sultados dos cálculos intermediários, estes poderão ter uma ou duas cifras de reserva. 

Observamos que os exemplos deste parágrafo, como regra, são os resultados fi- 
nais de cálculos e, portanto, as respostas são dadas em números aproximados que 
só contém cifras decimais exatas. Nas introduções posteriores fazão-se somente obser- 
vações breves. 

4º. Soma a substração de números aproximados, O limite do erro absoluto da 
soma algébrica de vários números é igual à soma dos limites dos erros absolutos des- 
tes números. Por isso, para que na soma de uma quantidade reduzida, de números apro- 
ximados, cujas cifras decimais sejam todas exatas, figurem apenas cifras exatas (pelo 
menos no sentido amplo), é preciso igualar todos os termos, tomando como modelo 
o que tenha menos cifras decimais e deixar em cada um deles uma cifra de reserva. 
A seguir, somam-se os números assim obtidos, como exatos, e se arredonda a última 
cifra da soma. 

Se é preciso somar números aproximados não arredondados, deve-se fazer o 
seu arredondamento, conservando em cada um dos termos uma ou duas cifras de 
Teserva e, a seguir, reger-se pelas regras supra citadas, mantendo na soma as cifras 
de reserva correspondentes, até terminar as operações. 

Exemplo 1. 215,21 + 14,182 + 21,4 = 215,2(1) + 14,1(8) + 21,4 = 250,8. 

O erro relativo de uma soma de termos positivos não excede ao erro relativo máxi- 
mo destes termos. 

O erro relativo de subtração não é fácil de calcular. Principalmente quando se 
trata de achar a diferença entre dois números próximos. 

Exemplo 2. Ao subtrair-se os números aproximados 6,135 e 6,131, com quatro 
cifras decimais exatas, obtemos uma diferença de 0,004. O limite de seu erro absoluto 
é igual a 


1 1 
— 0,001 + — 0,001 
2 2 


В — = A = 0,25; 
0,004 H 


portanto, nenhuma das cifras da diferença é correta. Por isso deve-se evitar sempre 
que possível a diferença de números aproximados, próximos entre si, transformando 
caso necessário, a expressão de tai forma que esta operação desapareça. 

5”, Multiplicação e divisão de números aproximados, O limite do erro relativo 
do produto e quociente de números aproximados é igual à soma dos limites dos erros 
relativos destes nümeros. Partindo disto e aplicando a regra do número de cifras exa- 
tas (3º), na resposta se conservará apenas um número determinado de cifras. 

Exemplo 3. O produto dos nâmeros aproximados 25,3 - 4,12 = 104,236. Su- 
pondo que todas as cifras dos fatores sejam exatas, obtemos que o limite do erro те- 
lativo do produto seja 


3=—L oo + 1-2 0,01 = 0,003 
2-2 4-2 


Donde o número de cifras exatas do produto será igual a três e o resultado, se 
4 definitivo, deve ser escrito: 25,3- 4,12 = 104, ou mais exatamente, 25,3 · 4,12 = 
= 104,2 + 0,3. " 

6”. Elevação a potências e extração de raízes de números aproximados, O li- 
mite do erro relativo da m-ésima potencia de um número aproximado a, é igual ao 
múltiplo m-ésimo do Emite do erro deste número. . г 

O limite do erro relativo da raíz m-ésima de um número aproximado а é igual 
a À parte do limite do erro relativo do número a. 

m 
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7º, Cálculo do erro resultante de diversas operações ccm números aproximados. 
Se Aa,, ..., Алг são os limites dos erros absolutos dos números aproximados a,, ... as, 
o limite do erro absoluto AS resultante 


S = fla... an) 
pode ser valorizado aproximadamente pela fórmula 
AS «| |да +... +| Z |да. 
1 dan 
Neste caso, o limite do erro relativo para S será igual a 
a nei L E f اد‎ | Aa, +... + | | Aas. 
ISI | al If @as| fl дау ба» 


Exemplo 4. Calcular S = In(10,3 + 444; os nümeros aproximados 10,3 e 
4,4 tém todas as cifras exatas. 
Solução, Inicialmente calculamos o limite do erro absoluto AS em sua forma geral: 


> 1 1 Ab . 1 
5 = ш(а + |b), AS = — at) Temos Aa = Ab m-—; V4⁄4 = 
ied a+ |Ь ( 2 yb. 20 ия 
= 2,0976...; deixamos 2, 1, ја que o erro relativo do número aproximado 4,4 é 
igual a & 2 - = RE o erro absoluto será, então, a2.À 2 isto é, podemos 
2 40 80 80 40 
estar seguros quanto às frações decimais. Portanto, 


ala +1. 121 (141). E 9 0,005. 
10,3 + 2,020 2 20-2,1 124-20 42) 2604 
Quer dizer que as frações centesimais são exatas, 
Vamos agora calcular com uma cifra de reserva: 
1g(10,3 + VTA) = 1g 12,4 = 1,093; 1410,3 + Y4,3) = 1,093 - 2,303 = 2,517. 
Obtemos a respota: 2,52. 


8°. Determinacão dos erros toleráveis em números aproximados, quando se fixa 
o erro que pode tero resultado das operações que com eles se efetuam, Aplicando as 
fórmulas do ponto 7º, quando se dão os valores de AS e de 8S e considerando iguais 


entre si todas as diferenciais parciais A Дар ou as grandezas Y Ав. calcula» 
дак Pas) ІЛ 


mos os erros absolutos toleráveis Aa, ..., Ааа ou, correspondentemente, os erros 
relativos 8a,,.., ёа» dos números aproximados ay, ..., аз, que intervem пав opera- 
ções (princípio de efeitos iguais). 

Observamos que em determinadas ocasiões não é conveniente empregar o prin- 
cipio de efeitos iguais no cálculo de erros toleráveis dos argumentos das funções; já 
que este pode apresentar exigências praticamente impossíveis de serem satisfeitas. 
Nestes casos, recomenda-se redistribuir os erros da forma mais racional, se for pos- 
sível, de modo que o erro total não exceda à quantia dada. Isto é, o problema colo- 
cado é, falando a rigor, indeterminado. 

Exemplo 5. O volume de uma “cunha cilíndrica”, isto é, de um corpo cortado 
de um cilindro circular por um plano, que passando pelo diâmetro da base, igual à 


2R, forma com ela um ângulo a, é calculado pela fórmula у= miga Com 
que precisão deve-se medir o raio R x 60 cm e o ângulo de inclinação œ, para que o 
volume de cunha cilíndrica ser conhecido com uma exatidão de 1%? 


Solução, Se AV, AR e Ах são os limites dos serros absolutos das grandezas R, V 
e a, o limite do erro relativo do volume V, que se calcula, será 
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JAR 1 2Ax 1 


Fazemos — € — € Le 
200 sen 2x 200 
Ав < È R m Pem nm 
600^ “600. 


Ла < Sn <: < хи radianos g 9". 
400 400 
Desta forma, garante-se a precisão de 1% exigida, se medirmos o raio com uma 
precisão de até 1 mm e o ángulo de inclinação «, com precisão de até 9”. 


3108. Como resultado de medigóes, obtiveram-se os seguintes 
nümeros aproximados exatas, com todas as cifras escritas em sentido 
amplo: 

a) 12%07'14”; b) 38,5 cm; c) 62,215 kg. 


Calcular seus erros absolutos e realtivos. 
3109. Calcular os erros absolutos e relativos dos nümeros apro- 
ximados, com todas as cifras escritas exatas no sentido estrito: 


a) 241,7; b) 0,035; c) 3,14. 


3110. Determinar o nümero de cifras exatas* e escrever na forma 
que corresponde os seguintes nümeros aproximados: 

a) 48361 com precisão de 1%; b) 592,8 com precisão de 2%; 
c) 14,9360 com precisão de 1%. 

3111. Somar os seguintes números aproximados, com todas as 
cifras escritas exatas: 

a) 25,386 + 0,49 + 3,10 + 0,5; b) 38,1 4- 2,0 + 3,124; c) 1,2x 
x 102 + 41,72 + 0,09. 

3112. Efetuar a diferença dos seguintes números aproximados, 
com todas as cifras escritas exatas: 

a) 148,1 — 63,871; b) 29,72 — 11,25; c) 34,22 — 34,21. 

3113*. Calcular a diferenca entre a área de dois quadrados, cu- 
jos lados, segundo as medições, são iguais a 15,28 cm e 15,22 cm 
(com precisáo de até 0,05 mm). 

3114. Calcular o producto dos seguintes nümeros aproximados, 
com todas as cifras escritas exatas: 

a) 3,49 - 8,6; b) 25,1 + 1,743; c) 002: 16,5. 

Indicar os limites prováveis dos resuitados. 

3115. Os lados de um retângulo são iguais a 4,02 m e 4,96 m (com 
precisáo de até 1 cm). Calcular a área deste retángulo. 

3116. Calcular o quociente dos seguintes nümeros aproximados, 
cujas cifras escritas sáo todas exatas: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: 1,2; с) 2,16: 4. 


* As cifras exatas se entendem no sentido estrito. 
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3117. Os catetos de um triângulo retângulo são iguais a 12,10 
cm e 25,21 cm (com precisão de até 0,01 cm). Calcular a tangente 
do ângulo oposto ao primeiro cateto. 

3118. Calcular as potências indicadas dos seguintes números 
aproximados (as bases das potências são exatas em todas as cifras 
escritas): 

a) 0,41582; b) 65,23; c) 1,52 

3119. O lado de um quadrado é igual a 45, 
de até 1 mm). Achar a área deste quadrado. 

3120. Calcular a valor das seguintes raízes (os números subradi- 
cais são exatos em todas as cifras escritas): 


a) VETO; b) (652; c) VSLA. 


3121. Os raios das bases e a geratriz de um cone truncado são 
iguais, respectivamente, a R = 23,64 cm + 0,01 cm; r == 17,31 cm + 
0,01 cm; Z= 10,21 cm + 0,01 cm; o número л = 3,14. Calcular, 
com estes dados, a superfície total deste cone truncado. Achar os 
valores dos erros, absoluto e relativo, do resultado. 


3122. A hipotenusa de um triângulo retângulo é iguala 15,4 cm+ 
+ 0,1 cm; um dos catetos é igual a 6,8 cm + 0,1 cm. Com que 
precisão se podem calcular, com estes dados, o outro cateto e o ângulo 
agudo a ele adjacente? Achar seus valores. 

3123. Calcular o peso específico do alumínio, se um cilindro feito 
deste metal, com 2 cm de diámetro e 11 cm da altura, pesa 93,4 g. 
O erro relativo das medições lineares é igual a 0,01 e o da deter- 
minação do peso, 0,001. 

3124. Calcular a corrente, se a força eletromotriz é igual a 221 
volts + 1 volt e a resistência, 809 ohm + 1 ohm. 


3125. O período de oscilação de um pêndulo de comprimento 


¿é igual а 
T 
T=2m [4 


onde g é a aceleração da gravidade. Com que precisão deve-se medir 
o comprimento do pêndulo, cujo período de oscilações é, aproxima- 
damente, de 2 s, para se ter o período de oscilacóes com um erro 
relativo de 0,5%? Com que precisão devem ser tomados os valores 
de т e de д? 

3126. É preciso medir, com uma precisáo de 195, a área da super- 
fície lateral de um cone truncado sendo que os raios das bases têm, 
respectivamente, 2 m e 1 m ea geratriz5 m (aproximadamente). Com 
que precisão devem ser medidos os raios e a geratriz e com quantas 
cifras deve-se tomar o'nümero z? 


3 cm (com precisão 
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3127, Para determinar o módulo de elasticidade pela flexão de 

uma vareta de seção retangular, emprega-se a fórmula 
E=i dE, 
4 ds 

onde 6 o comprimento da vareta; b e d, a base e a altura da seção 
transv .rsal da mesma; s, a flecha de flexão e P, a carga. Com que 
precisão deve-sé medir o comprimento / e a flecha s, para que o 
erro de E não exceda a 5,5%, com a condição de que P é conhe- 
cido com uma precisão de até 0,1% ë as grandezas d e b com pre- 
cisão de até 195; 1650 cm e $x2,5 cm? 


$2. Interpolação das funções 


1°, Fórmula de interpolação de Newton, бајат xy, Xy; ..., Ха os valores de tabela 
do argumento, cujas diferenças h = Дх (Ах = mm — zi; í = 0, 1,..., 8 — 1) são 
constantes (intervalo da tabela) ë yy, yy, ..., ya 08 Valores correspoúdentes da função 
у. Neste caso, o valor da função y, para um valor intermediário do argumento x, 
€ dado, aproximadamente, pela fórmula de interpolação de Newton 


ym و + مو‎ Ayt “= روھ‎ +. „ MEDIA amy, (9 


2—5 


onde q = € Ay = уу — yo Ay = Ду, — Ayo... SãO as sucessivas dife- 


tengas finitas da função y. Para 4 = x(i = 0, 1,..., н), о polinômio (1) toma os 
valores correspondentes da tabela y4(i = 0, 1,..., и). Como casos particulares da 
fórmula de Newton, obteinos: para n = 1, a interpolação linear e para n = 2, а inter- 
polagdo quadrática. Pura facilitar o usó da fórmula de Newton, recomenda-se compor 
Coin aritetedência a tabela das diferenças finitas. 


Se y = f(x) é um polinômio dé &-ésimo grau, então 
Any, == const e Ay, = 0 


e, portanto, a fórmula (1) é exata. 
No caso регаі, sé f(x) tem шпа derivada contínua f(%+1)(x) no segmento [а, b], 
que contém os pontos 44. x, ..., Xp e 4, о епо da fórmula (1) será igual a 


3 — l)... (p — š 
Ralo) = y ap En q سے‎ 


il 


4-0 
aen 44D o h лено, [2 


(5 + 1)! 


onde É é um certo valor intermediário entre x; (£ = 0, 1,..., 2) e x. Na prática se 
usa tima fórmula aproximada mais cómoda 


Any, 
(n + 1)1 


Rala) z 4 — 0). — 9) 
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Se é possível tomar qualquer número я, este deve ser escolhido de tal forma, que 
a diferença Aft ly, д; O dentro dos limites da precisão dada. Em outras palavras, as 
diferenças Ay, devem ser constantes em ordens decimais dadas. 

Exemplo 1. Achar o sen 26?15', usando os dados de tabela sen 26º = 0,43837; 
Sen 27º = 0,45399; sen 28º = 0,46947. 

Solução. Compomos & tabela 


š | 5 | n | Aw | Ay 


0 26? | 0,43837 1562 | — 14 
1 27° | 0,45399 | 1548 
2 28º | 0,46947 
onde À = 60”, q = 2615—29.. 1. 
66' 4 


Aplicando a fórmula (1) e utilizando a primeira linha horizontal da tabela, temos 


1 E = ) 
sen 26°13’ = 0,43837 + 0,01562 + لك‎ + (— 0,00014) = 0,44229. 


Achamos o valor do erro R, Aplicando a fórmula (2) e considerando que y = 
= sen x, então | 30%) | < 1, teremos: 


Rs рте 
Hal 31 128 5739 4 
Isto é, todas as cifras dadas para sen 26°15’ são exatas. 

Através da fórmula de Newton pode-se também achar o valor correspondente do 
argumento +, partindo de um valor intermediário dado da função y (interpolação 
inversa). Para isto, inicialmente, determina-se o correspondente valor de q, pelo 
método das aproximações sucessivas, supondo que 


i967] (ey 
414 4 ра Ll. gs, 
180, 


У-У 
qa = 22% 
А» 
е 
qme qe ШО D At, ghi 0.09 — n + Аз 
2 Ayo al Ау, 


@ = 0, 1,2,..). 


Por q se toma o valor comum (com precisão dada!) de duas aproximações sucessivas 
qtm) = MD, Daí z = xç + g ° h. 

Exemplo 2. Usando a tabela, calcular aproximadamente a raíz de equação 
senh x = 5. 


s | у-ва ят | Ay | Ay 


2,2 4,457 1,009 0,220 
2,4 5,466 1,229 
2,6 6,695 
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Solução. Fazendo y, = 4,457, temos 
4% = PESA = 05832. 0,538; 
1,009 1,009 
qgO(1— qO) Aly 

2 А» 


x 9220 0,558 + 0,027 = 0,565: 
1,009 


4% = qt) + 


= 0,538 + 0538 Da a 


0,565 · 0,435 0,220 
2 
Desta forma, pode-se tomar 
х= 2,2 + 0,565 - 0,2 = 2,2 + 0,113 = 2,313. 
2º. Fórmula de interpolação de Lagrange. No caso geral, o polinômio de n-ésimo 
grau, que para # = x; toma os valores dados de y, (i = 0, 1, ... №) é dado pela fór- 
mula de interpolação de Lagrange 
(x — x) (x — xy)... (x — zn) (x — х) (x — ж.) ... (z — xq) 


(® — зу) (Za — ж) (о za) O ` (n — zd n — x) e (n — zn) 


4® = 0,538 + 


0,538 4- 0,027 — 0,565. 


y 


x»tel (а х) (x — ху)... (х— Nga) (€ — ku) - (Z — xn) yk + -.. 
(zk — у) (zp — ху)... (ze — лк) (zp — Zer) ce (p — Zn) 


PETER TERT EA) 


(za — xo) (Xn — лү)... (Xa — Za) 


3128. Dada a tabela de valores de x e y: 


1 2 3 5 6 
y "bw wb» 

Compor a tabela das diferencas finitas da função y. 

3129. Formar a tabela das diferengas da função y = х3 — 5x3 + 
T x — 1, para os valores de x — 1, 3, 5, 7, 9, 11. Certificar-se de 
que todas as diferenças finitas de 3*. ordem são iguais entre si. 

3130*. Utilizando a constância das diferencas de 4* ordem, for- 
mar a tabela das diferenças da função y = x! — 10x3 + 24? + 3x, 


para os valores inteiros de x compreendidos no intervalo 1< x < 
« 10. 


3131. Dada a tabela: 


Yn- 


x 4 


12 


lg 1 = 0,000, 
lg 2= 0,301, 
16 3 = 0,477, 
lg 4 = 0,602, 
lg 5 = 0,699 


Calcular, através da interpolação linear, os números: Ig 1,7; ig 2,5; 
1g 5,1; lg 4,6. 
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3132. Dada a tabela: 
sen 10º = 0,1736, sen 13º = 0,2250, 
sen 11º = 0,1908, sen 14º = 0,2419, 
sen 12º = 0,2079, sen 15º = 0,2588. 

Completá-la, calculando pela fórmula de Newton (para m = 2) 
os valores dos senos de meio grau. 

3133. Formar o polinômio de interpolação de Newton para a 
função dada pela tabela 

x19] 1| 2| 3| 4 
ñ y| 1 | 4 | 15 | 40 | 85 
3134*. Formar o polinómio de interpolacáo de Newton para a 
função dada pela tabela 
]2]4]56] 8 | 
y C ETE TRUE RE 
Achar y para x — 5,5. Para que x será y — 20? 
3135. Uma funcáo é dada pela tabela 
+ š 
y 5| =] —15 | —23 

Formar o polinómio de а de Lagrange e achar о valor 
de y para x — 0. 

3136. Determinam-se empiricamente as grandezas de alonga- 
mento de uma mola (x mm) em dependéncia da carga (P kgf) que 
sobre ela atua: 

x 5 10 30 35 40 
P | 49 | 105 | 172 n pes 253 | 352 al 473 | 619 | 793 
Achar a carga que produz um alongamento de 14 mm da mola. 
3137. Dada a tabela das grandezas de x e y 
x 


0 1/3 415 
y ДЕ КИТТЕ 
Calcular o valor de y para x = 0,5 e x = 2: a) usando a interpolação 
linear; b) pela fórmula de Lagrange. 


$3. Cálculo das raizes reais das equações 
e dos sistemas das equações 
1º. Determinação das aproximações iniciais das raizes. A determinação аргохі- 
mada das raízes de uma equação dada 
Дв) = 0 (9 
divide-se em duas etapas: 1) a separação das raízes, isto é, a determinação dos inter- 


valos, os mais estreitos possível, entre os quais está compreendida uma, e somente 
uma, raíz da equação (1); 2) o cálculo das raízes com grau de exatidão prefixado. 


380 CAPÍTULO X. CÁLCULOS APROXIMADOS 


Se a função f(x) é determinada e contínua no segmento [a, b] e f(a) ° f(b} < 0, 
neste segmento [a, b] haverá pelo menos uma raíz É da equação (1). Esta raiz será 
indubitavelmente única se f(x) > 0 ou f(x) < 0 para a < x < b. 

Para achar aproximadamente a raíz É se recomenda construir o gráfico da função 
y = f(x) em papel milimetrado. As abscissas dos pontos de interseção do gráfico com 
o eixo OX serão as raízes da equação f(x) = 0. As vezes é mais cômodo substituir 
esta equação por sua equivalente p(x) = ф(х). Então, as raízes da equação são acha- 
das como abscissas dos pontos de interseção dos gráficos y = p(x) e y = (x). 

2º, Regra das partes proporcionais (método das cordas). Se no segmento [a, b] 
se encontra uma raíz É da equação f(x) = 0, onde a função f(x) é continua neste seg- 
mento [a, 5] e f(a) f(b) < 0, ao substituir a curva y = f(«) pela corda que une os pon 
tos (a; f(a)) e (b; f(b)), obtemos a primeira aproximação da raíz 

fo y 
FO) — Ha) 
Para obter a segunda aproximação cz, aplicamos a fórmula (2) a um dos segmentos 
[a, су] ou [c,, b] em cujos extremos a função f(x) tem valores de sinais contrários. Da 


mesma forma se constroem as seguintes aproximações. A sucessão dos números ca 
з == 1, 2, ....) converge à raíz E, isto é, 


s = a— 


- a). o 


lim сд = Ё. 

fo 
O cálculo das aproximações су, c, ... em geral, deve continuar até que cessem de va- 
riar as cifras decimais que se conservam na resposta (em correspondéncia ao grau de 
exatidão dadol). Para as operações intermediárias devé-se tomar uma ou duas cifras 
de reserva. Esta indicação tem caráter geral. 

Se a função f(x) tem uma derivada /"(+) contínua e diferente de zero no segmento 

fa, 5), então, para achar o valor do erro absoluto da raíz aproximada Ca, pode-se empre- 
gar a fórmula 


IE— cal < ,ل‎ 
p 


onde p = mín | f'(x) |. 
aga 


3º. Método de Newton (método das tangentes). Se f (x) 4 0 e f” (x) # 0 para 
<s q 5. sendo f(a) f(b) < 0, f(a) f"(a) > 0, as aproximações sucessivas хи (n = 


= 0,1 ..) da raíz £ de equação f (x) = 0, заб calculadas pelas fórmulas. 
nes sur SERA (gm 1,20). (9) 
(япа) 

Quando são válidas estas suposições, а sucessão аһ (n = 1, 2,...). é monótona е 

° lim »4 = É. 

n> 
Para achar o valor dos erros pode-se usar a fórmula 
e 
TENET m »l, 


onde y = mín |/'(z) |. 
аѕась 
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Na prática é mais cómodo o emprego de fórmulas menos complexas 
же = a, xw = Sna — fia) (nm 1,2, ...), (3) 


onde x — 


, que dão, aproximadamente, а mesma exatidão que a fórmula (3), 


8) 
Se f(b)f^^(b) > 0, nas fórmulas (3) e (3) supõe-se x, = b. 
4º. Método de iteração, Suponhamos que a equação dada tenha-se reduzido à 
forma 


z= 99), ; (9 


onde |p'(x)] < 7 < 1 (r é uma constante) para a < + & b. Partindo do valor inicial 
de x, pertencente ao segmento [a, b], formamos a sucessão dos números 21, *, ... 
segundo a lei: 


Xp = (x). жа = ex). oo Xn = (в), e (9 
Se a < x, < b (n = 1,2, ..), o limite 
E = lim x, 


n) 
será a única raiz da equação (4) no segmento (a, b], isto €, xy são as aproximações 
sucessivas da raiz 


A valorização do erro absoluto da enésima aproximação de яа é dada pela fórmula 


IERAC Isa ж], 
1—”, 
Por isso, se Xy е %n+1 Coincidem com uma exatidão de até e, o limite do erro absoluto 
de х n 


Para transformar a equação f(s) = 0 na forma (4), substitue-se esta última pela 
equação equivalente 
z = z — Min, 


onde o número À y 0 é escolhido de tal forma, que a tungo + Gafa. 1— 
x 


— Af'(x) seja pequena em valor absoluto num entorno do ponto x, (por ex., pode-se 
supor que 1 — Af'(x9) = 0). 
1. Reduzir a equação 22 — in z — 4 == 0 à forma (4), se a aproxima" 
ção inicial da raiz xy = 2,5, 
Solução. Temos f()=2s —1lnx — 4; fü) == 2 -> Eserevemos а equa 
я 
são equivalente x = x — A(2x — lux — 4) е na qualidade de um dos valores conve- 


nientes de À tomamos 0,5, número próximo à raiz da equação 1— %№- z) 
1 " 


= 


کس 


=, isto e» 95 
A equação inicial se seduz à forma 
aa g m 0522 —inz—4 
s=2 + az. 
2 


Exemplo 2. Calcular com precisão de até 0,01 a raiz de £ da equação preceden- 
te, compreendida entre 2 e 3. 
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Cálculo da raiz pelo método de iteração. Aproveitamos o resultado do exemplo 
1, supondo x, = 2,5. Fazemos os cálculos segundo as fórmulas (5) com uma cifra de 
reserva. 


n=2+ 1002,5 а 2,458, 
2 


#; = 2 + 52458 es 2,450, 


POTES E i 1n 2,450 x 2,448, 


4-24 i 1n 2,448 = 2,448, 


Isto é, É & 2,45 (o processo de aproximações ulteriores pode ser dado como terminado, 
já que a terceira cifra decimal (os milésimos) fora fixada). 
Avaliamos o erro. Neste caso, 


1 1 
(xy) =2 + — Inx e ҷа) = —– + 
els) 2 gia) F 


Considerando que todas as aproximações x, se encontram no segundo segmento [2, 4; 
, 6], obtemos: 


1 
х = máx | g (z) | = = 0,21. 
ا‎ == У 


Portanto, о limite do erro absoluto da aproximação яз, de acordo com a observação 
feita anteriormente, é 


0,001 
= —— 
1—021 
Desta forma, a raiz exata E da equação encontra-se entre os limites 
2,447 < E < 2,449; 


pode-se tomar É a 2,45, e todas as cifras deste número aproximado serão exatas em 
sentido estrito. 
Cálculo da raiz pelo método de Newton. Temos 


= 0,0012 x 0,001. 


fa) = 25 — шя — 4, уда) 2—1, p= 
х 


y 


No segmento 2 < z < 3 temos: f'(x) > 0 e f(x) > 0; ADAB) < 0; HI F'G) > 0. 
Portanto, as condições do ponto 3º, para z, = 3, são válidas. 


Tomamos 
ci 
e=|2— r = 0,6. 
3 


Fazemos os cálculos pela fórmula (3), com duas cifras de reserva: 
жү = 3 — 0,6(2- 3 — In 3 — 4) = 2,4592; 
ж; = 2,4592 — 0,6(2 - 2,4592 — In 2,4592 — 4) = 2,4481; 
яз = 2,4481 — 0,6(2 - 2,4481 — 1n 2,4481 — 4) = 2,4477; 
ж = 2,4477 — 0,6(2 - 2,4477 — In 2,4477 — 4) = 2,44675. 
Nesta etapa suspendemos os cálculos, já que as cifras dos milésimos não mudam 


mais. Damos a resposta: a raiz E — 2,45. 
Omitimos a avaliação do erro. 
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5”. Caso de um sistema de duas equações. Vamos supor 'que é preciso calcular, 
com um grau de exatidão dado, as raízes reais de um sistema de duas equações com 
duas incógnitas 

He y) = 0, 

{ ©) 

pix, y) = 0, 

e vamos supor também que se tem a aproximação inicial de uma das soluções (E, 

n) deste sistema, x = xy, у = % embora fe q são diferenciáveis em um certo entorno 
do ponto (x, y), que contem o ponto (e, y). 

Esta aproximação inicial pode ser obtida, por ex., graficamente, construindo 
(nnm mesmo sistema de coordenadas cartesianas) as curvas f(x, y) = 0 e ф(х, y) = 0 
€ determinando as coordenadas dos pontos de intersecáo destas curvas. 

a) Método de Newton. Vamos supor que o determinante funcional 

12249 
(x, y) 
não se anula nas proximidades da aproximação inicial x = xy, y = Yọ Neste caso, 
pelo método de Newton, a primeira aproximação do resultado do sistema (6) tem a 
forma x, = x, + ао, Yı = Yo + Bs onde a, e B, é a solução do sistema das duas equa- 
ções lineares 
l Fo Yo) + tafalko Yo) + Bof (5o, Yo) = 0, 
e (Xo. Yo) + epa (o, Yo) + Bepy(xo. Yo) = 0. 
Pelo mesmo método obtemos a segunda aproximação: 
mm ada у= yy + В 
onde о, B, é a solução do sistema de equações lineares 


I fU. э) + afal Y) + Balão y) = 0, 
Pe Y) + pala YD + Boule 7) = 0. 


E assim obtém-se sucessivamente a terceira e demais aproximações. 


b) Método de iteração. Para a resolução do sistema de equações (6), pode-se empre- 
gar o método de iteração, transformando este sistema na forma equivalente 


ж = F(z, y), 
{ (z, y) m 
y = @(x, y) 
e supondo que F e Ф são diferenciáveis e 
IF + Om [|< r< 1: [Е (у) ]+10/ 9] <r<t (8) 


em um determinado entorno bidimensional U da aproximação inicial (zç, yọ), que 
contém também а solução exata (Ё, т) do sistema. 


А sucessão das aproximações (Ya, Yn) (1 = 1, 2, ...) que converge para a solução 
do sistema (7), ou, o que é o mesmo, para a solução do sistema (6), forma-se segundo 
a lei: 

жү = F(žo уу), Yı = @(ay Yo). 
2 = F(x уу), Ya = @(z, y), 
а = (аъ, 70. Ia = 5 Уу. 


Lad. 
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Para transformar o sistema de per (6) na forma (7), cumprindo a condição 
(8), pode-se recomendar o seguinte método. Examinamos o sistema de equações 


{ а. у) + Belo. у) = 0, 
Y/(z, y) + Solo, у) = 0, 


equivalente ao sistema (6) com a condição de que 
vê-lo na forma; 


«8l # 0. Tornamos a escre- 


xc х Бах, y) + Вр, y) = Р(х, у), 
у= y + yfir, y) + Bolz, у) = Qis, y). 
Escolhemos оз parâmetros e, B, y, 8 de tal forma, que as derivadas parciais das fun- 
ções F(z, y) e D(z, y) sejam iguais ou próximas a zero na aproximação inicial, isto 
é, achamos «, 3, ү, 3 como soluções aproximadas do sistema de equações 
1 + falo Yo) + Belo» ya) = 0. 
аў о Yo) + Beste. Yo) = 0, 
Vão Yo) + palto Fo) = 0, 
1+YÍy(%o> Yo) + Bolão So) = 0. 
Escolhendo desta forma os parámetros a, B, y, 3 e partindo da suposição de que 
as derivadas parciais das funções f(x, y) e p(x, y) riam: não muito rapidamente num 


entorno da aproximação inicial (zç, ул), a condição (8) se cumprirá. 
Exemplo 3. Reduzir o sistema de equações 


[сен 
22 — х = 0 
à forma (7), se а aproximação inicial da raiz é ж, = 0,8; y, = 0,55, 
Solução. Temos f(x, y) = 2 +y? — 1, pla, y) = 4º — y; 
Salto У) = L6: flo Yd = Li; guise y) = 192; Фило 99) = — 1. 
Escrevemos o sistema, equivalente ao de partida, 
fe 1) + Ва = y) = 0, E жо) 
уба 3 D+F — у) = 0 Uy, 31% 
na forma 
х= ۾‎ a( + 9 — D + Bo — y), 
y = y + Y( + و‎ — 1) + 8 — у). 
Escolhemos em qualidade de valores muméricos convenientes de a, B, ү, B а solução 
do sistema de equações 
1+ 16x + 1928 = 0, 
112—859, 
15у + 1928 = 0, 
V i+ Liy- 8= 9, 


isto é, supomos AN — 0,3, $$ — 0,3, YR 0,5, 8 2 0,4. 
Neste caso, о sistema de equações 


|: r= ж 0,008 + — 1) — 0308 — у), 
=y 950 P = b + 9406 — A, 


equivalente ao de partida, tem a forma (7) e num entorno suficientemente pequeno 
do ponto (zç; yj) será válida a condição (8). 
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Separar, pelo método de provas, as raízes reais das seguintes 
equações e através da regra das partes proporcionais, calculá-las 
com aproximação de até 0,01. в 

3138. 33— x + 1 = 0. 3139. xt + 0,55 — 1,55 = 0. 

3140. x° — 4x — 1 = 0. 

Partindo das aproximações iniciais obtidas graficamente, cal- 


cular pelo método de Newton, com precisão de até 0,01, as raízes 
reais das equações: 


3141. 33 — 2x — 5 = 0. 3142. 2 — n x — 4— 0. 
3143. 2º = 4x. 3144. lg s =. 

x 
Utilizando as aproximações iniciais, encontradas graficamente, 


calcular pelo método de iteração, com precisão de até 0,01, as raízes 
reais das equações: 


3145. x3 — 5x + 0,1 = 0. 3146. 4x — cos x. 
3147. х5 — x — 2 = 0. 


Achar graficamente as aproximações iniciais e calcular, com 
precisão de até 0,01, as raízes reais das seguintes equações e sistemas: 


3148. 33 — 3x + 1 = 0. 3149. xš — 252 + 3х — 5 = 0. 
3150. x + 33? —2x —2 —0 3151, x-Inx — 14 — 0. 
3152. 33 + 3x — 0,5 = 0. 3153. 4x — 7 sen x = 0. 
3154. 2* --2x — 6 = 0. 3155. e? + e-% — 4 = 0. 
2 a = — = 
sise [2*7 Te ns. ]7*? e 
4 — у= y—lgx—1-20. 


3158. Calcular com precisáo de até 0,001 a raiz positiva mínima 
da equação tg x = x. 


3159. Calcular com precisáo de até 0,0001 a raiz da equação 
x tghr=1. 


§4. Integração numérica das funções 


1°. Fórmula dos trapézios. Para calcular aproximadamente а integral 
b 
í Fix) ах 
a 
(f(x) € uma função contínua em [a, 5j), divide-se o segmento de integração [a, b] em 


n partes iguais e escolhe-se o intervalo de cálculo n= 2 - Vamos supor que 


п. 
x, Zo + р = а, x4 = b, i = 0, L, 2, ..., X) são as abscissas dos pontos de divi- 


25—5129 
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são e que y; = f(x) são os valores correspondentes da função subintegral y = f(x). 
Então, pela fórmula dos trapézios, temos 


b 


pm = fe PEE: 94) T 


а 
сот um erro absoluto de 


DP M, 
a): M, 
р Шы 


onde M, = máx | f”(z) | quando a< x«5b. 
Para conseguir a exatidão dada e, ao calcular a integral, determina-se o intervalo 
do cálculo А, partindo-se da desigualdade 
Me e $ (2) 
(b — a) M, 


isto é, b deve ser da ordem Ve. O valor de h asim obtido é arredondado para o lado 
menor, de forma que 


b—a 
h 


=n 


seja um número inteiro que nos dé o número de divisões м. Depois de determinar A 
е n pela fórmula (1), calcula-se a integral, tomando os valores da função subintegral 
com uma ou duas cifras decimais de reserva. 


2º. Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). Se » é um número par, então 
nas anotações 1º é válida a fórmula de Simpson: 


b 
I fü) dx x i [b + ya) + Aya + yg + уза) E202 + a F — al) 


com um erro absoluto de 


Ras 


ht 
180 (6 —a)M,, (9) 


onde M, = máx [DAME quando a< x«b. 
Para assegurar a exatidão dada e, ao calcular a integral, o intervalo de cálculo 
h é determinado partindo-se da desigualdade 


M 
ЖЫ (b — а)М,<е, (5) 


isto é, o intervalo A terá a ordem Ye. O número À é arrendondado para o lado menor 


de forma que n = seja um número inteiro par. 


Observação. Como não é fácil a determinação do intervalo de cálculo h e do nú- 
mero # a ele relacionado, por meio das desigualdades (2) e (5), na prática, em geral, 
h é determinado aproximadamente. Depois de obtido o resultado, duplica-se o nú- 
mero f, isto é, divide-se por dois o intervalo Ж. Se o novo resultado coincide com о 
anterior, dentro das cifras decimais mantidas, então o cálculo termina. Em caso con- 
trário, repete-se o método e assim sucessivamente. 
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Para calcular aproximadamente o erro absoluto R da fórmula da quadratura de 
Simpson (3), pode-se empregar também o principio de Runge, segundo o qual 


в 18-1, 


onde E e Ў são os resultados obtidos nos cálculos pela fórmula (3), para os intervalo 
he H = 2h, respectivamente. 

3160. Sob a ação de uma força variável F, dirigida ao longo do 
eixo OX, um ponto material se desloca por este eixo desde a 
posição x — 0 até a posição x = 4. Calcular, aproximadamente, o 
trabalho А da força F, se é dada a tabela dos valores de seu 
módulo F: 


x | 00 | 05 [10 | 15 | 20 12,5 | 30 |3,5 | 40 
F 1,50] 0,75) 0,50] 0,75] 1,50] 2,751 4,50 | 6,75| 10,00 


Efetuar os cálculos pela fórmula dos trapézios e pela de Simpson 
1 
3161. Calcular aproximadamente | (342 — 4x)dx pela fórmula dos 


0 
trapézios, tomando-se ж = 10. Calcular esta integral com exatidão e 
achar os erros absoluto e relativo do resultado. Determinar o limite 
superior de A do erro absoluto do cálculo efetuado para n = 10 
aplicando a fórmula do erro que se dá no texto. 


3162. Calcular ( x dr pela fórmula de Simpson, com exatidão 


x+ Y 


0 
de até 1074, tomando-se s = 10. Determinar o limite superior de 
A do erro absoluto, aplicando a fórmula do erro dada no texto. 
Calcular com precisáo de até 0,01 as seguintes integrais definidas: 


3163. ( id 3164 í E 1365. (E. 
dite oc š к^ BETTE 
2 2 
3166. f xlgxdx. 3167. í E dx. 3168. 
Xx X 
1 1 


3169. 


nja 9t s ot‏ سس د 
& 
3 
м‏ 
a‏ 
R‏ 


+ 
x 


(72. 


25* 
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3173. Calcular com precisão de até 0,01 a integral imprópria 


o 

$ x = ;: usando a substituição x == + . Verificar o cálculo, aplicando 
x 

1 


b 
a fórmula de Simpson para a integral «Ex onde 5 é escolhido de 
zt 


` 
+o 


forma que í d < Liga 


ira 2 


b 

3174. A figura plana limitada por uma semionda da sinusóide 
y — sen x e o eixo OX gira em torno deste eixo. Calcular pela fór- 
mula de Simpson, com precisáo de até 0,01, o volume do corpo de 
revolucáo que se forma. 


3175*. Calcular pela fórmula de Simpson, com precisão de até 
y 


azar = 1, situada no 


0,01, o comprimento do arco da elipse = + 


primeiro quadrante coordenado. 


$5. Integração numérica de equações diferenciais ordinárias 
1º. Método das aproximações sucessivas (método de Picard). Vamos supor que 

é dada a equação diferencial de 1º ordem 
y =f y (1) 


com a condição inicial у = yy quando x = жу. 
A solução y(x) da equação (1) que satisfaz a condição inicial dada, pode ser expres- 
sa, no geral, na forma 


y) mim y (2), (2) 


onde as aproximações sucessivas de y,(x) são determinadas pelas fórmulas 
YAA) = Yo 


x 

yla) = Yo + f Fla, уа) da 
žo 
(i = 0,1,2,..). 
Se o segundo membro f(x, y) é uma função determinada e contínua no entorno 

R(lx— ж1<а, iy — Yol<b) 

e satisfaz neste entorno a condição de Lipschitz 
f(z, y) — f(z, yd ISE | yy Уз] 


(L é uma constante), o processo das aproximações sucessivas (2) é certo que conver- 
Бега no intervalo | ж — x|<àÀ, 


n eda 


1 OW ку 
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onde 
b 
k= mín Q x) 
M 


R 
M= máxi fi, PIE 
Com isto, o erro 
^ = [nt 
Ra = yi) — yate MEn EA, 
(n + DI 
somente se 
la — 201<А. 


O método das aproximações sucessivas (método de Picard), pode ser também 
aplicado, com pequenas modificações, aos sistemas normais de equações diferenciais. 
Quanto às equações diferenciais de ordens superiores, estas podem ser escritas em for- 
ma de sistemas de equações diferenciais. 


2º. Método de Runge-Kutta. Vamos supor que no segmento dado x<x<X 
seja necessário achar a solução у(х) do problema (1) com uma precisão dada є. 


Para tanto, inicialmente, escolhemos # = LA (intervalo de cálculo), divi- 


я š 
dindo o segmento [xp X] em n partes iguais, de forma que hi < є. Os pontos de 
divisão х; são determinados pela fórmula 


x=x + ik (i = 0, 1,2,..., 7). 


Os valores correspondentes de y, = у(д() da função procurada, segundo o método de 
Runge-Kutta, são calculados sucessivamente pelas fórmulas 


Yi = Y: + Ау 
1 
Ay = = (MP + 245? + 248) + М"), 
onde 
120,12, ..,n 
MP = fis y). 


Чч) 
Й D 
дў (+ ELE +) h, 


: (n 
Ap Z + + н + =] h, (3) 


RË! = f(x + h, ye А) А. 


O método de Runge-Kutta tem uma ordem de exatidão de #4. Podemos obter 
uma avaliação aproximada do erro do método de Runge-Kutta no segmento dado 
[xo X], partindo do princípio de Runge: 


А Lm — Yan | 
ке 15 ,! 


onde n = 2m, Yzm € Jm São os resultados dos cálculos efetuados pelo esquema (3) 
com intervalos A e 2h. 
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O método de Runge-Kutta pode ser também empregado para resolver sistemas 
de equações diferenciais 


у= JG y), Y=p(x 72) (5 


com condições iniciais dadas: y = y, z = zy, quando x = лу. 

3º. Método de Milne. Para a resolução do problema (1) pelo método de Milne, 
partindo dos dados iniciais y = y, para x = x, achamos por um procedimento qual- 
quer os valores sucessivos 


A=Yx) ,)ر = ور‎ Уз = y(zs) 


da função procurada y(x) (por ex., pode-se empregar o desenvolvimento da solução 
y(x) em série (cap. IX, $ 16) ou achar estes valores pelo método das aproximações 
sucessivas, ou empregando o de Runge-Kutta, etc). As aproximações LES Fui = = 4, 
5,...,n) são encontradas sucessivamente pelas fórmulas: 


= 4h 
Fi = ye. + = (fes — Sia + Fey), 


A (5) 
DAT Yi + 5 (fi + ia + hi» 
onde 
f = fe уд e А = (а, У). 
Para controle, calculamos a grandeza 
1 = 
uscscak 6 
=> I» — #1 (6) 


Se є; não é superior a uma unidade da última ordem decimal 107? que se conser- 
va na resposta para у(х), na qualidade de y; tomamos % e passamos a calcular o va- 
lor seguinte у, repetindo, para tanto, o processo indicado. Se, ao contrário, e; > 
> 1077, é necessário começar de novo, diminuindo o intervalo de cálculo. A grandeza 
do intervalo inicial é determinada aproximadamente da desigualdade ht < 10-", 

Para o caso de solução do sistema (4), as fórmulas de Milne são escritas em sepa- 
rado para as funções y(x) e z(x). Mantém-se a mesma ordem de cálculo. 

Exemplo 1. Dada a equação diferencial y^ — y — x, com a condição inicial y(0) = 
= 1,5. Calcular com precisão de até 0,01 o valor da solução desta equação para o va- 
lor do argumento + = 1,5, Fazer os cálculos combinando os métodos de Runge-Kutta 
e Milne, 

Solução. Escolhemos o intervalo inicial do cálculo ñ, partindo da condição de que 
ht < 0,01. Para evitar uma anotação complexa de k, tomamos À = 0,25. Neste caso, 
todo o intervalo de integração, desde x=0 até x = 1,5, se divide em seis partes iguais 
de 0,25 de comprimento, por meio dos pontos д; (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6); os valores 
correspondentes da solução de y e da derivada y” são designados por y; e y;. 

Os três primeiros valores de y (excluindo o inicial) são calculados pelo método 
de Runge-Kutta (pela^fórmula (3)); os outros três valores; yq» ys € ys, pelo método de 
Milne (pela fórmula (5)). 

O valor yg será, evidentemente, a resposta do problema. 

Efetuamos o cálculo com duas cifras de reserva por um esquema determinado 
que cómpreende duas tabelas, 1 e 2. No final da tabela 2 obtemos a resposta. 


Cálculo do valor de y,. Temos 


Jey = - + + y, х= 0, ур = 15, k= 0,25. 
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Assim, 
Ay, = — (E + 260) + 28) + PP = 
= © (0,3750 + 2 - 0,3906 + 2 - 0,3926 + 0,4106) = 0,3920; 


M = fs y) В = (—0 + 1,5000) 0,25 = 0,3750; 


nom (% А ; T үр = (—0,125 + 1,5000 + 0,1875) 0,25 = 0,3906; 


h (0) 
p (o S Xd kz ү = (— 0,125 + 1,5000 + 0,1953) 0,25 = 0,3926; 


MP = fino + h, y + Мул = (—0,25 + 1,5000 + 0,3926) 0,25 = 0,4106; 


91 = Ya + Дуо = 1,5000 + 0,3920 = 1,8920 (as primeiras três cifras deste número 
aproximado são garantidas). 

Da mesma forma são calculados os valores de y, e уз. Os resultados são apresen- 
tados na tabela 1. 


Tabela 1. Cálculo de y, y, € y, pelo método de Runge-Kutta. 
foy = — z+ y; h=0,25 


е yx m feo yi) 

0 0 1,5000 1,5000 

1 0,25 1,8920 1,6420 0,4306 

2 0,50 2,3243 1,8243 0,4818 

3 0,75 2,8084 | 2,0584 0,5477 
vale j («4 , ` , 

de a RD лата, ree Ay Yir 

Ы t — ) 

0 1,5703 | 0,3926 1,6426 0,3920 1,8920 

1 1,7323 | 0,4331 1,8251 0,4323 2,3243 

2 1,9402 | 0,4850 2,0593 0,4841 2,8084 

3 2,2073 | 0,5518 2,3602 0,5506 3,3590 

Cálculo do valor de y, Temos f(x, у) = — х + y, h=0,25, ж, = 1; 


Yo = 1,5000, у, = 1,8920, у, = 2,3243, y = 2,8084, 
ур = 1,5000, у; = 1,6420, у; = 18243, у; = 2,0584. 


Aplicando a fórmula (5), achamos: 
5 LN NOS А 
Ja = Yo + — (UN — Y + 2у3) = 
> 
4-0,25 


= 1,5000 + (2 - 1,6420 — 1,8243 + 2: 2,0584) = 3,3588; 
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Di = fee Ja) = — 1 + 3,3588 = 2,3588; 
5 hy Р r 
Уа = Уз 71 з i++) = 


= 2,3243 + M (2,3588 + 4 - 2,0584 + 1,8243) = 3,3590; 


e = lJa — 34 _ 13.3588 — 3,3590| _ 0,0002 
4575715899. 29 |. 29 
portanto, não é necessário revisar o intervalo de cálculo. 

Obtemos y, = y, = 3,3590 (as primeiras trés cifras desta aproximagáo sáo ga- 
rantidas). 

Analogamente, efetuamos o cálculo dos valores de Уу € Ya. Os resultados são 
incluídos na tabela 2. 

Assim, finalmente, temos; 


1 
227-1079 < — - 0,001; 


(1,5) = 474. 


4°. Método de Adams. Para a resolução do problema {1) pelo método de Adams, 
partindo de dados iniciais y(x9) = yọ, achamos por um procedimento qualquer os se- 
guintes três valores da função procurada y(x): 


уб) = Yizo + B), y, = у(жу) = y(zo + 2h), ys == у(х) = y(z, + 3h)‏ = رر 


(estes três valores podem ser obtidos, por ex., por meio do desenvolvimento de y(x) 
em série de potências (cap. IX, $ 16), ou achando-os pelo método das aproximacóes 
sucessivas (ponto 1º ) ou empregando o método de Runge-Kutta (ponto 2°), etc), 

Através dos números zç, Xy, x, лу € Yo» y, Ya Ya calculamos as grandezas do 
91, Ta qa, onde 


Lo = hys = MU уд), 4, = Ву = Mey Уу, 
Ф = hya = Mx у). gs = hyg = Һәә Ya). 
Compomos, а seguir, a tabela horizontal das diferenças finitas da grandeza q: 


A= ^ Ae A= Дф | Am Afqn +1 
sd Y [daria | VAIE) | = | 25406 Aen — An 
Xo Jo Jo. Yo) Jo Ago А; A 


Қар, y) Ag 


4 


Ya 

Ža Дуз | бз, Ya) 
Ys Aya Kaa Ya) 
Xs Hs Ys) 
Б Js 


O método de Adams consiste em continuar a tabela horizontal de diferengas, 
através da fórmula de Adams 


1 5 3 
бу» = 4» + — Agra + = Ааа + — Ang 7 
я = 4 2 Gn 12 fato {n3 (7) 


ыр = (с) ejsodsoy 


up o ose. +] eor 81 = | дора сове сонъ 9 
om por | GMT | sese 01 = | osese | ¿ez | (66% ç 
sed opu] осо | ossee | 01-2 9 | ossee | secco | ssec Я 


rasot | рвов | seo | € 


TUR 
Wu na ZEE 


| | | iid 0Z69“ | sto I 


DA = [o 


(9) simu; 
тр Saçóeopur , H 
se оршпЗәѕ) ono) (14 Ф) = 4 м D x (uM x (ux) = м м mw [әр JOTA] 
-Iy2 әр ojeAzejui = E š 
OP ORSJA9Y 


(o^n шә OPS SIPIDIUI sopep SO) 
STO — 4 4 + # — = (ж) cum әр оројәш ojad 94 “£ ‘TK әр оору 'Z 0900г 
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Assim, utilizando os números дз, Ag, Ag, А3, situados diagonalmente na 
tabela de diferenças, através da fórmula (7) e nela fazendo н = 3, calculamos 


Ays = da + 5 Aq, + 2 + š Азд. Achando o valor Ауу, calculamos y, = 


== ys + Ay, Conhecendo x, e yy calculamos g, = f(x, ya), incluimos Ya Ay, e 
q, na tabela diferenças e a completamos depois com as diferenças finitas Aga, Aqa, 
A*g,, situadas junto com g, em uma nova diagonal paralela à anterior. 

Depois, empregando os números desta nova diagonal, através da fórmula (7) 
e nela fazendo я = 4, calculamos Ауу, y, e gs e obtemos a diagonal seguinte: q;, Agu 
Аза, A3g,. Com a ajuda desta diagonal calculamos o valor de y, da solucão у(х) procu- 
rada e assim sucessivamente. 

Para calcular Ay, a fórmula de Adams (7) parte de suposição de que as teréeiras 
diferenças finitas Ay são constantes. Em correspondência, a grandeza В do intervalo 
inicial do cálculo é determinada da desigualdade ht < 107 (se deseja-se obter o valor 
de y(x) com precisão de até 10 

Neste sentido, a fórmula de Adams (7) é equivalente às fórmulas de Milne (5) 
e de Runge-Kutta (3). 

A avaliação do erro para o método de Adams é complexa e praticamente inútil 
já que, em geral, fornece resultados exagerados. Na prática, segue-se a marcha das 
terceiras diferenças finitas, escolhendo o intervalo A tão pequeno que as diferenças 
vizinhas Ag e Д?д ү se ressaltam entre si como máximo em uma ou duas unidades 
de ordem dada(sem contar as cifras de reserva). 

Para elevar a precisão do resultado, a fórmula de Adams pode ser completada 
com termos que contenham as diferenças quartas e maiores que a grandeza q. Ao 
fazer isto, cresce o número dos primeiros valores da função y que se necessitam para. 
comecar a preencher a tabela. Não iremos expor aqui as fórmulas de Adams para 
se obter precisões elevadas. 

Exemplo 2. Calcular pelo método combinado de Runge-Kuta e Adams, para 
x == 1,5 e com precisão de até 0,01, o valor da solução da equação diferencial y” = 
= у — x, com a condição inicial de que y(0) = 1,5 (ver 0 ex. 1). 

Solucao. Empregamos os valores de yj, у, уу, obtidos ao resolver o problema 1. 
Seu cálculo é dado na tabela 1. E 

Os valores seguintes de yq, ys, Ув São calculados pelo método de Adams (ver as 
tabelas 3 e 4). 


Tabela 3. Tabela principal para o cálculo de y,, у; e yg pelo método de Adams. 
Қау) = — z+ y; h=0,25 
(Os dados iniciais são dados em cursivo) 


Valo- К : 

a si » Ax |yi-f(zoy)| ney А А д 
о [о 1,5000 ШШ 1,5000 | 0,3750 | 0,0355 | 00101 | 0,0029 
1 |0,25 | 18920 WII 1.510 | 0,105 | 0,0456 | 0.0129 | 0,0037 
2 | oso | 2,243 |l | 15245 | 0,461 | 0,0585 | 0.0166 | 0,0047 
3 |ozs | 2,8084 |0,5504 | 2,0584 | 0,5146 | 0,0751 | 0,0213 

4 | 100 | 3,3588 10,6356 | 2,3588 | 2,3588 | 0,5897 | 0,0964 

5 | 125 | 3,9944 [0,7450] 2,7444 | 0,6861 

6 | 1,50 [1.7504] 


Resposta: 4,74 
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Tabela 4. Tabela auxiliar para cálculo pelo método de Adams. 
1 5 3 
Ау = gi + — Aq + — ورو‎ +2 Азу. 
Ys = di 2 La 12 i-2 8 is 


5 
Valor de “ | E Аша | qa a | E Ages | Ax 
3 0,5146 0,0293 0,0054 0,0011 0,5504 
4 0,5897 0,0376 0,0069 0,0014 0,6356 
5 0,6861 0,0482 0,0089 0,0018 | : 0,7450 


O valor yg == 4,74 será а resposta do problema. 
Nos casos de resolução do sistema (4), a fórmula de Adams (7) e o esquema de 
cálculo exposto na tabela 3 são utilizados em separado para cada uma das funções 


уба) e 22). 

Achar três aproximações sucessivas das soluções das equações 
diferenciais e dos sistemas seguintes: 

3176. y = x? + y? ; y(0) = 0. 

3177. у + x + y + z, Z = y — z; y(0) = 1, 2(0) = — 2. 

3178. y" = — y; у(0) = 0, y (0) = 1. 

Calcular aproximadamente pelo método de Runge-Kutta, supondo 
que o intervalo # = 0,2, as soluções das seguintes equações diferen- 
ciais e sistemas, para os intervalos indicados: 

3179. y = y — x; y(0) = 1,5 (0<x<1). 

3180. y = = — у; y(1) = 1 (1<x<2). 


3181. y =z +1, Y =y—x%; (0) = 1, 200) = 1 (0<x<1). 

Empregando o método combinado de Runge-Kutta e Milne ou 
de Runge-Kutta e Adams calcular, com precisão de até 0,01 os 
valores das soluções das equações diferenciais e sistemas dados a 
seguir, para os valores do argumento indicados: 

3182. y = x+ y; у= 1 quando x = 0. Calcular y quando 


a85. eco +a 
` | z = x + 2y + 3z; y = 2, z= — 2 quando x = 0. 
Calcular y e z quando x = 0,5. 
у =—3у—, 
3486. | z= —! quando x = 0. 
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Calcular y e z quando x = 0,5. 

3187. y” 22— y; y = 2, у = — 1 quando х = 0. 
Calcular y quando x — 1. 

3188. yy" + 1— 0; y = 1, у = 0 quando x= 1. 
Calcular y quando x — 1,5. 

3189. SE +2 cos 28 = 0; x= 0, x = 1 quando £ = 0. 


Achar (хл) e х (т). 


$ 6. Cálculo aproximado dos coeficientes de Fourier 
Esquema de 12 ordenadas. Sejam yn = f(xs)(n = 0, 1, ... 12) os valores da fun- 
ção y = f(x) nos pontos equidistantes x4 = Es do segmento [0, 27] е Yo = Ya 


Compomos as tabelas: 
Xo У Yz Ya Ya Ys Ye 


Уп Уо Yo Ув Ут 


Somas (E) Uy Uy Mg Uy Uq My Mg 
Diferenças (A) U, V. Uy Va Us 
Mg 4] Uy Uy Y da vs 
Us us th Vy Va 
Somas So $ Sa وګ‎ Somas су 2 Gs 
Diferenças | & h 4 Diferenças | x, t, 


Os coeficientes de Fourier a4, ba (n = 0, 1, 2, 3) da função y = f(x) podem ser. 
achados aproximadamente pelas fórmulas: 


6a, = Sy + s, + Sg + 5 6b, = 0,56, + 0,866 o, + оз, 
ба, = 1, + 0,866 & + 0,5 fo, 6b, = 0,866 (z, + 7), 
62, = So — 5; + 0,5(s, — sy), 65, = o, — бу 0) 
ба, = h — ty 
ys разца 
onde 0,866 = Ze i- 107 50 
Temos: 


3 
f(x) = E + 25 (an cos nx + bn sen nx). 
mi 
Empregam-se també m outros esquemas. Para facilitar o cálculo usam-se modelo s 
Exemplo. Achar o polinômio de Fourier para a função y = f(x) (0< ¥<2r), 
dada pela tabela 


Уо Yu 


8 


Уз 
—24 


Уз 
—27 


Ya 
—18 


Y 
—23 


ГЕН 
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Solução. Compomos as tabelas 


38 38 12 4 14 4 —18 
32 8 —24 —27 —23 


w|38 70 20 —20 —13 —19 —18 


v 6 4 28 41 27 
38 70 20 —20 А б 4 28 
^| —18 —19 —13 27 41 
s 20 51 7 —20 c 33 45 28 
1 56 89 33 7| —21 —37 


Pelas fórmulas (1) temos: 


a = 9,7; a, = 249; аз = 10,3 аз = 3,8 
b = 139; »—-—84; Ы = 0,8, 
Portanto, 


(4) = 4,8 + (24,9 cos x + 13,9 sen x) + (10,3 cos 2x — 8,4sen 2x) + 
+ (3,8 cos 3x + 0,8 sen 34). 


Empregando o esquema de 12 ordenadas, achar os polinómios 
de Fourier para as seguintes funções dadas no segmento [0, 27] pelas 
tabelas de seus valores, correspondentes aos valores equidistantes 
do argumento (y, = у): 


3190. y, = — 7200 уз = 4300 у, = — 7400 у, = 7600 
0 


У = —300 y,—0 Ут = — 2250 yi = 4500 
Ya == 7000 — y, = — 5200 y, = 3850 Уц = 250 
3191. y, = Уз = 9,72 Ув = 7,42 Yo = 5,60 


Ур = 6,68  y,—897 Уу; = 6,81 Yio = 4,88 
Yz = 9,68 Js = 8,18 Ув = 6,22 Yu = 3,67 
3192. yy = 2,714 уз — 1,273 у, = 0,370 Yo = — 0,357 
У = 3,042 у= 0,788 у, = 0,540 Уу = — 0,437 
Ув = 2,134 Уур = 0,495 у, = 0,191 Уп == 0,767 
3193. Calcular os primeiros coeficientes de Fourier pelo esquema 
de 12 ordenadas para as seguintes funções: 


a) f(x) = = (4º — 3mx2 + 2m%x) (0 < x <27), 


b) Ла) = (4— 1)? (0<x<2m). 


RESPOSTAS 


Capitulo I 
1. Solução. Como а = (a — b) + b, então |a| < |a — b| +101. Donde ja — b| > 
>|а|— |b] e ja—-b|=|b—a|z|b|—lal. Portanto, |a— b| 2 lal — bl. 
Além disso, [a—-b|=|a+(-b)i<lal+|-bl=|al+]|b]. 3.a) —2 < £ < 4; 
b) z#< —3, хр 1; c) —1«x«0; d) x20. 4. —24; —6; 0; 0; 0; 6. 5. 1; 


12; VIF я; хт + A; VTF A. 6. EL 0; 7. Да = - 5» t 


вло Пева. 9. 0,4. 10. È Gd n 1. a) — 1< z < + о; 


b) — c < z < + со. 12. (— oo, —2), (—2, 2), (2, + оо). 13. а) — œ < z < — 
— V2, V2 < z< + eo; b) х= 0, |+] > VZ. 4. — 1 < x < 2. Solução. Deve 
ser 2 + x — 22 > 0, ou #*— x —2« 0, isto é (z + 1) (s — 2) < 0. Donde, ou 
x+ l> 0,+#—2 < 0, ito é —1«x&2; ou r+ 1<0,z— 2 > 0, isto é, 
z < — 1, z > 2, o que não é possivel. Assim, — 1 < х «2. 15. — 2 < x < 0. 
16. — œ < z < — 1, 0 € z < 1. 17. — 2 < x <2. 18. —1< * < 1, 2 < z < +0. 


19. -4 <#<1. 20.1 < x < 100. 21. ke x < r ET =0, +1, +2, ..). 

22. p(z) = 244 — 5x* — 10, p(x) = — 3x + 6x. 23. а) Par; b) ímpar; c) par; 

d) ímpar; e) impar. 24. Indicação. Emprega-se a identidade f(x) = ¿1 + f(— z)] + 

+ i Uta) — f(— z). 26. a) Periódica, T = in b) periódica, T — = ; c) perió- 

dica, T = x; d) periódica, # = m; e) aperiódica. 27. у= Š, se 0 < z < c; y=b, 
А 

se c< x <a; S= = а, se 0 < * < c; S= ör- eec яа. 28m = qi 


quando 0 < x < А; m = qu, + gx — h) quando h < x < h + h; m = gih, + 4 + 
+ ggl# — 1, — 1) quando] + 1, < z < t, + + l, = L 29. Ф(ф(®)) = 2%; ф(ф(®)) = 


= 24%. 30. х. 31. (x + 22 7-5: 0; 2.38, а) y = 0 quando s=— 1, y>0 


quando х > — 1, у < 0 quando х < — 1; b) y 0 quando # = —1lex=2,y>0 
quando Í < x < 2, y < 0 quando — co < # < — 1 e 2 < z < + 00; 0 y> 0 
quando — co < x < + co; d) y = 0 quando x —0, х = — ¥3 ex =/3 y >0 
quando — V3 < x « 0 e V3 <z < + о, y < 0 quando — co < z< — |3 e 
0 < x < ¥3; е) у = 0 quando х = 1, y >0 quando — о < # < ~1e 1< ¥ < 
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< + 00, y < 0 quando 0 < +< 1. 39 a) r= L س‎ 3 (= о > و‎ > + о): 


b) х= [уф 1 e x= —Vy + 1(—1<y < + оо); cJ x = УТ 3i(-ooc y < +e); 
dr=2 10 (o <y < 4 ص‎ z= وچ‎ (5 < ><). 40. 4=y 


quando — œ < y < 0; х= Vy quando 0 < y < + co. 41. a) у = 40 u = 2y —5; 


b) y = 2%, w = cos z, c) y = 16 u, u LLL d) у = arcsen w, и = 3°. 

v = — a? 42, a) y = sen! x; b) y = arctg Vlgx; с) y = 2(2 — 1), se xf < le 

у = 0, зе ]x]>1 43. а) y = — cos 22, Yr < |+! < V2x; b) y = 1g (10 — 109, 
x 

—0<x*<l; 9 у = — quando — 0 <4<0 e yox quando 0 € x < + oo. 


47. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 1. 51. Indicação. Completando quadrados no 
trinômio de segundo grau,. teremos y = У + а(х — x), onde x= — bjZa e 
Yo = (dac — 57)/4a. Donde o gráfico procurado é a parábola y = ax*, deslocada ao 
longo do eixo ОХ na grandeza x, e ao longo do eixo OY na grandeza yy. 53. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 2. 58. Indicação, Ver o apêndice VI, fig. 3. 61. Indicagáo. 


Este gráfico é a hipérbole y = z » deslocada ao longo do eixo OX na grandeza x, e ao 
x 
longo do eixo OY na grandeza y,. 62. Indicação. Separando a parte inteira, teremos 


y i — sJ ( + š] (comparar com nº 61). 65. Indicação. Ver o apêndice VI, 


fig. 4. 67. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 5. 71. Indicação. Ver o apêndice VI, 
fig. 6. 72. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 7. 73. Indicação. Ver o apêndice VI, 
fig. 8. 75. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 19. 78. Indicação. Ver o apêndice VI 
fig. 23, 80. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 9. 81. Indicação. Ver o apêndice VI, 
fig. 9. 82. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 10. 83. Vero apêndice VI, fig. 10., 
84. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 11. 85. Indicação. Ver o apéndice VI, fig. 11. 
87. Indicação. O período da função T = 2mjn. 89. Indicação. O gráfico procurado 
é a sinusóide y = 5 sen 2x, com amplitude 5 e período т, deslocada para a direita ao 


longo do eixo OX na grandeza 1 - 90. Indicação. Supondo a = 4 соѕф e b = 
2 


= — A sen g, teremos y = Á sen (x — 9), onde A = Val + bi ep = Arctg (-ij . 
a 


Em nosso caso 4 = 10, p = 0,927, 92. Indicação. cos? x = E (14-cos 2%). 93. Indi- 
2 


cação. O gráfico procurado é a soma dos gráficos y, = x e Уз = sen x. 94, Indicação. О 
gráfico procurado é o produto dos gráficos y, = x e Уз = sen x. 99, Indicação, A função é 
par. Para x > 0, determinamos os pontos para os quais 1) у= 0, 2) y= le 3) у= —1. 
Quando x — + оо y — 1. 101. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 14. 102. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 15. 103. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 17. 104. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 17. 105. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 18. 107. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 16. 118. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 12. 119. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 12. 120. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 13. 121. Indicação. 
Ver o apéndice VI, fig. 13. 132. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 30. 133. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 32. 134, Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 31. 138. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 33. 139. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 28. 140. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 25. 141. Indicação. Formamos a tabela dos valores 
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1 0 1 2 3 E =t -2 "E 
А 0 1 8 | 27 = -1 —8 —27 
y 9 1 4 9 so 1 4 9 


Construindo os pontos (ж, y) obtidos, temos como resultado a curva procurada (ver 
o apéndice VI, fig. 8a). (O parámetro t com isto não é marcado geometricamente). 
142, Ver o apêndice VI, fig. 19. 143, Ver o apéndice VI, fig. 27 144. Ver o apêndice VI, 
fig. 29. 148. Ver o apêndice VI, fig. 22. 150. Ver o apêndice VI, fig. 28. 151. Indicação. 
Resolvendo a equação em relação а y, obtemos y = + ¥25 — +ê. Depois disto é 
fácil construir a curva procurada por pontos. 153. Ver o apêndice VI, fig. 21. 156. 
Ver o apêndice VI, fig. 27. Basta construir os pontos (я, y), correspondentes às abscis- 


sas x = 0, + S жа. 157. Indicação. Resolvendo a equação em relação а x, tere- 


mos x = 10 lg y — y(*). Daí obtemos os pontos (x, y) da curva procurada, dando 
à ordenada y valores arbitrários (y > 0) e calculando pela fórmula (*) a abscissa x. 
Deve-se ter em conta que lg y > — оо quando y — 0. 159. Indicação. Passando às 


coordenadas polares r = [5 4- y? e tgo = 2 , teremos y = e? (ver o apêndice VI, 
х 
fig. 32). 160. Indicação. Passando às coordenadas polares + = rcosq e у = Y sen ф, 


teremos + = SLP 009 9 | (ver o apéndice VI, fig. 22). 161. Е = 32 + L8C. 
cos? q + sen? q 


162. у = 0,6x(10 — ж); Ymáx = 15 quando x == 5. 163. y = E sen X; Ymáx = E 


quando LEE 164, daet, а= 2; b) x 0,68; c) x, = 1,37, x, = 10; 
d) z = 0,40; e) x = 1,50; f) х = 0,86. 165. а) з, = 2, y, = 5; x= 5, уз = 2; 


b) a= —3, у= — 2; z = — 2, y = —3; y = 2, y = 3; AQ m 3, У = 2; 
c) z, = 2, y, = 2; 147 3,1, y, Y — 2,5; d) x, — 3,6, y, — 3,1; x m — 2,7, 


y, 29; 1329 y4 9 18; x, 3,4, "y, m — 6; e) дү =, Уу = 


L2 == 


1 
B eed. 166. n > ye c a) n > 4; b) пр 10; с) m > 32. 


167. n 2 bL _ 1-2 N. а) N= 9; b) N = 99; с) N = 999. 168. 8= e<, 


t 
a) 0,02; b) 0,002; c) 0,0002. 169. a) lg x < — N quando 0 < я < SN); b) 22 > N 
quando # > X(N); c) ¡f(x)] > N quando 171 > X(N). 170. a) 0; b) 1; 0) 2; 


a 2. 171.11.272. 0 аз. — 2. 141 175.3. 061 177.2. mel. 
30 2 2 4 3 


Indicação. Usar a fórmula 154-22 +. + m - n(n + D (29 + D. 179. 0. 
180. 0. 181. 1. 182. 0. 183. co. 184. 0, 185. 72. 186. 2. 187. 2. 188. оо. 189. 0. 190. 1. 


191. 0. 192. co. 193. — 2. 194. 00. us. +. 196. „= . 197. 34%. 198. —1. 


За 
1 1 


199. L. 200.3. 201.1. 202. 1. 203. — 1. 204. 12. 205.3. 206-1. 
2 з 9 56 2 3 
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207. 1. 208, — 120. 1. 219 1, 21.0 22 2. 21. — 3. 


үх зз 3 2 2 
214. 1. 215.0. 216.а) 1 sen 2; b) о. 217. 3. 218. 2. 219.1. 220. 221, L. 
2 2 2 3 2 


222. cos a.223. — sen a. 224. x. 225. cos x. 226. — 54 227. a) 0.; b) 1. 


95 
228. 2. 229. 1, 230. о. 231. -L 232.1 (з — ә). 233.1. 234. 1. 235. 2. 
- 2 ys A 2 3 
236. 2 237. — ES 238. x. 239. i 240. 1. 241. 1. 242. z. 243. 0. 
= 4 4 4 
244. i 245. 0. 246. el, 247. el, 248. el, 249. et. 250. e. 251, 2. 
РЦ T ER 
252. а) 1. Solução. lim (cos2)* = lim [1 — (1— cos #)]* = lim (: = 2er = 
2+0 550 20 2 
2sem E 
1 - x 
K; x " 4 2 sent 3) 
2 sent — Lei бы 
= lim f f i — 2 sen? z) 2 =e x . 
$90 2 
a 
2 sen? £ sen 2 " 
Como lim | — = — 2 dim |= 2.1: m Z „о, 
+0 Е х0 zx 4x £0 
2 
= 1 
então lim (cos z)“ = e = 1. b) yr Solução. Analogamente ao anterior (ver a)), 
x0 e 
н — 2веп1 — 
کو ا‎ 
im (сов ж) * = e š Jš que lim == 
ج‎ 220 4 
3 
sen — 1 „Ж 
2 lim E = — L, então lim (cos 3)? =e fl L; 
x0 ЕД 4x 2 2>0 Ve 
2 


253. ln 2. 254. 10 lg e. 255. 1. 257. — L + 258. 1. Indicação. Fazer e" — 1 =g, 
2 


onde x — 0. 259. In a. Indicação. Usar a identidade a = eln а, 260. In a. Indicação. 


Fazer + = a, onde a — 0 (ver n° 259.) 261. a — b. 262. 1. 263. a) 1; b) = . 264. а) — 1; 

n 2 
b) 1. 265. а) — 1;b) 1. 266. a) 1; b) 0. 267. a) 0; b) 1. 268. a) — 1); b) 1. 269. a) — 1; 
Ъ) 1. 270. а) — co; b) + оо. 271. Solução. Se x Æ йт(В = 0, +1, +2,..), então 
cos x < 1e y = 0; se z = Ёп, então cos # = 1 ey=i 272. у = x quando 


0 << 1; y = 5 quando z = 1; y=0 quando 3221. 273. y =| x|. 274 y= т 


quando z < 0: у = 0 quando x = 0; gu quando x > 0. 275. y = 1 quando 


26—5129 
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0cx«1; y= x quando 1< ¿< o. ze É. 277. no — 


1 Vai 
e 281. 1—. 282, VET 284. lim ACa = L+ 
2-1 3 E aa 3 


278. x. 279. 2rR. 280. 
e2 —1 

285. Өр 286. А = 1, b = 0; a reta у = x é а assíntota da curva pars um 

2 241 


An? К 
287. of = [+ H , onde А é o coeficiente de proporcionalidade „regra de 


š Ж 1 
interesse composto"); Q, = Q. 288. |х| > —; а) }я+| > 10; b) |а| > 100; 
E 


€) |а| > 1000. 289. liie È quando 0 <е < 1; a) |x— 1<0,0,5; 


b) | — 11 < 0,005; c) ix — I| < 0,0005. 290. 1 —2] <= 8; а) è= 01; 
N 


b) 8— 0,01; c) 3 — 0,001. 291. a) Segundo; b) terceiro. Lu 2 292. 2) 1; b) 2; 
2 2 


с) 3. 293. a) 1; vi ; ©) 2, d) 2; e) 3. 295. Não. 296. 15. 297. — 1. 298. — 1. 
299. 3. 300. a) 1,03(1,0296); b) 0,985(0,9849); с) 3,167(3, 1623). Indicação. Við = 
-y9Td-3 [ruv d) 10,954 (10,954). 301. 1) 0,98(0,9804); 2) 1,03(1,0309); 
3) 000950,00952): 38150,8730): 3) 1,120123: 6) 0720480; 7) 043004159. 
303, a) 2; b) 4: 9) 750 2. 307. Indicação. Se x > 0, então quando [Ах] < x 


teremos [Vx + Ax — Vz = |Az (Ух + Ax +з) < | Ax |У 309. Indicação. 
Utilizar a desigualdade | cos (+ + Ax) — cosz| < |Axj. 310.2) ғ Æ E + kr, onde k 
é um número inteiro; b) x # km, onde k é um número inteiro. 311. indicação. Utili- 
zar a desigualdade || x + Ax | — 111 < JAx]. 313. 4 = 4. 314. (0) = 1. 315. Não. 
316. а) f(0) = n; b)f(0) > ; €) 50) = 2; d) Д0) = 2; е) f) = 0; f) Д0) = 1. 


317. х= 2 é um ponto de descontinuidade de 2º espécie. 318. x = — 1 é um 
ponto de descontinuidade evitável. 319. х = — 2 é um ponto de descontinuidade 
de 2º espécie; x = 2 é x = 2 é um ponto de descontinuidade evitável, 320. х = 0 é um 
ponto de descontinuidade de 1* espécie. 321. а) x = 0 é um ponto de descontinui- 
dade de 2* espécie; b) x = 0 é um ponto de descontinuidade evitável. 322. х = 0 
é um ponto de descontinuidade evitável, + = Ал (k = + 1, + 2,...) são pontos de 


descontinuidade infinita. 323. x = 2rk + = (k= 0, + 1, +2,...) são pontos de 


descontinuidade infinita, 324. x = kr (k = 0, + 1, + 2, ...) são pontos de descontinui- 


dade infinita. 325. z = O é um ponto de descontinuidade de 1º espécie. 326. + = — 1 
é um ponto de descontinuidade evitável; x = 1 é um ponto de descontinuidade de 
1º espécie. 327. x = — 1 é um ponto de descontinuidade de 2º espécie. 328. x = 0 


é um ponto de descontinuidade evitável. 329. x = 1 é um ponto de descontinuidade 
de 12 espécie. 330. x = 3 é um ponto de descontinuidade de 18. espécie. 332. x = 1 
é un ponto de descontinuidade de 1º espécie. 333. A função é continua. 334, a) x = O 
é um ponto de descontinuidade de 1º espécie; b) a função é continua; с) x = Ёл (А 
é um número inteiro) são pontos de descontinuidade de 1º espécie. 335. а) х = k 
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(Е é um número inteiro) são pontos de descontinuidade de 1º espécie; b) x = k(& É 0 
é um número inteiro) são pontos de descontinuidade de 1º espécie. 337. Não, porque 
a função y = E(x) é descontínua quando +£ = 1. 338. 1,53. 339. Indicação. Demons- 
trar que quando x, é suficientemente grande, temos P(— xp) P(x,) < 0. 


Capítulo II 


341. a) 3; b) 0,21; c) 2h + А8. 342. а) 0,1; b) —3; с) Ya + à — Ya. 344. a) 624; 
1560; b) 0,01; 100; c) — 1; 0,000011. 345. a) аАх; a; b) 3x%Ax + 3a(Ax)3 + (Ax); 


2хАх + (Ax)? 2x + Ах — d 
333 + 3x Ax + (Ax); с) — : æ g As — n 
(Азу; 9 Ma AR x*(z + Ax)? ) Vz + AF Vz; 

1 22(22+ — y 


=; e) 28285 _ 1); iat d А» 
Ve + Ах + Vz 2 ) Ax 0 x Ax 


346. a) — 1; b) 0,1; c) — 4; 0. 347. 21, 348. 15 cm/s. 349. 7,5. 350/4448 — Л), 


x 


Ax 
351. (s) = lim Jeta Ла) 35, ау АФ; a o o AP | onde рва 
en Ax At di Amo М 
grandeza do ángulo de rotação no instante t. 353. a) AT. b) 4T = lim AT onde 
At dt м»о М 
T é a temperatura no instante f. 354, 2 _ lim = » onde Q é a quantidade de 
At>0 
substância no instante 2. 355, a) Ав ; b) lim Ат 356. а) — RA а — 0,16; 
x Ax>0 Ах 6 


5 50 ; 
b) — — а — 0,238; — — 20,249; y! „= — 0,25. 357. sect x. 3 
) 21 c) 201 Lu sec? x. Solução, 
y= lim tg(z + Ax) — tg x — lim sin Ax = lim 2 Ax x 
Ax->0 às Aso0 Ах cos x cos (x + Ax) amo Ах 
> lim = ы sec? x. 358. а) 322; b) — -—;c) UR 
Ax>0 COS X COS Т + Az) cos? x 5% 2 Vx 
= L. 359, 1. Solução. /'(8) = tim 8 + Аз) — 168) = lim Var А» -ys = 
senî ж 2 feel Ax Ге) Ax 
8+Axr—8 1 

lim 
ao Asl EAS + ¥ Ax) 8 + VS a Los VE T Azê +2VSLAz +4 | 
Tu 360. /(0) = — 8, f(1) = 0, f'(2) =0. 361. x, = 0; zs = 3. Indicação. A 
equação f'(x) = f(x) para a função dada tem a forma 342 = x*. 362. 30 m/s. 363. 1, 2, 


364. — 1. 365, f(x) = e 366. — 1; 2; tg p = 3. Indicação. Empregar os resul- 
25 


4) 


tados do exemplo 3 е do problema 365. 367. Solução. a) /'(0) = lim AE = 
Ax x 
= lim = oo; b) f'(i) lim ЖАУ -1 وھ ا ت ا‎ 
Az>0 YAz Ar>0 Ax 4+0 (Ай 
| 2M+1 
cos ( +4 ) | 
9 75- lim 2 às lim ASen dE ;. 
2 Az —0 Ax Ar+>—0 Ax 


26* 
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ГА Ё») = tim i99 Az] _, 368,5 да 124842. 369. — È + 22 — 289, 


2 árr+o Âx 
370. 2ax +b. 371. — — 372, mama + Ыт + т) mina, 323, бай. 
a Va + bš 
- 2 s 2 8 
374. — =. 375. 2x ? — 522 — 34. 37. È x? . Indicação. y = z? = x°. 
LA 
E Рас. 1З РЧ xn 
37.282 зла, 00—90 uq, —29 6+ +25 м 1-4 
з Ya PT (с + dz) (8 — 5x + 5: (2x — 1)2 
381. = 382: Sec en 383. 5. 384. e . 
Vz(1— |zp» sen! 2x (sen x — cos x)? 
385. sent 386. y' = 0. 387. ctg z — —L —. 388. arc sen x + A. 
sen? x yr— a 
389. x arctg х. 390. x"e*(x + 7). 391. xe. 392. e A . 393. HH . 
e 
394. e"(cos x — sen x). 395. 4%7. 396. eun x4 —L) 397, los — D. 
Via In? x. 
ЗӨВ, 33 In x, 399, 24202 2 400, 210% _ 1 401, sen hz + x cos hr. 
x P P zito x 
س‎ x РЕ, 
402. 2x cos hx — z* sen hx . 403. — tgh x. 404. 3x In x + sen hx cos hz) 2 
cos hix x ln? x- sen hîy 
A з w — 
405. а . 406. I Arc sen hx + i arc sen x. 407. х l lArecoshz, 
1-4 Yi=x yis пүт 
a 
408. rer cd 410, 34 ==) . 411. 12ab + 185%. 412, 164(3 + 24%. 
— # є с 


a a 

43 ÉL 44,1 DE as, Da . 416. "= 
(2х — 1)8 yiz a Je +o 

aig, LE + tg x 


. 419. 420. 2 — 15 cost x sen x 
cos! x. 2 senî x "s x A 
_ 3 
агі. 216999 Indicação. x — senti + costs, 422, 8009 даз, Sentx, 
sen? 2¢ (1 — 3 cos x)? cost y 
3 cos x + 2 sen x 2 cos x 3 sen x 
424, —————————— . 425. mp . 426. eee . 
2 15sen x — 10 cos x 3Ysen z cost x 2 y1— AAY1-r arcsen x 
3 = "xe + 
427. ll o amem з)? ор 1 ‚аж. HEHE 
2(1 + 23) Parctg x vila (1 + 4%) (arctg >) 212+ z 
E. 2% 4 
4x. 257—272. (lts o (2; 5). соз (a3 — 5x po, 
3 مم‎ —2* 1 x „4 
соз? — 
x 
—1 : 
433. — а sen (xx + B). 434. sen (27 + 9). 435. — 2009 439, ,ت‎ 
sen? x 
sent — 
4 
=P —1 —1 
437. x cos 2x3 sen 322. 439. 440. 441, 


хүй É 2yz — = Ë irs 
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442. m E Uo 443. —10xe 0. 444. —2z5-# 1n 5. 445. 27 10% (1 + x In 10). 
T 
— e 2 
446. sen 2' + 2t cos 22:12. 447. —— —— ——. 448. . 449. ctg xlge. 
š V1— e= 2x +7 E 
u amp — 
450. 2x . 451. 2mx_ 1 . 452. (e? + 5cos z) V1 — x 4 I 
1— 4% x aln x (er + 5 sen x — 4arcsen x) y 1 — xl 
1 1 1 1 
453 ل —— .44 0« لإ‎ + 
(I+Imta)z (14 4 arctg z 2x Vin + + + 2 (Vz + 2) 


455. Solução, у’ = (sen? 5#)’ cos? u + sen? 5x (sen z) = Jsen? 5x cos 5x x 
3 


x Se Ž + sent 3a e 4- 15 sen? 5x cos 5x cos? = _ 
3 


3 
Te o S m E 456. LL A A 9044-6 NEN MEE 
3 3 3 (z — 2)% (z — 5 (1 — 35 
aso. — —*—1 460. l ы. =. 462. ESL . 
жү? — 25 + 1 И (а? + a2 VOZ as e 
— 1 
463. a5 ¥1 a9. — 464, .— — ——— =. 465. 4x'(a — 2. = 5). 
а ҮП А3) 558 (a — 248) (a — 5 хз) 
4-1 nym-1 ست‎ ә, 
466. Zabmna"-Ia + ba") . 467. 8-1 N 468. а — 3x . 
(a — banym+ (z + 2)* 2Va—s 
po 353 -F2(s-F b + or -Fab be bae q 1+ 2yy ` 
Wir + a) (z + 8) (z + 0) 6Vy Vo + Ууз 
AE y—a 
471. 271+ 4) үз + 2. 472. ——————. 473. + 474. sen? x cos! x. 
f Y Уау — уз)? e +1 


475. 1, 476. 10 tg 5x sect 3x. 477. x cos 22. 478. 3P sen 208, 


sent x cost x 


2 
479. 3cosxcos2x. 480. tg. 481. A, 


482. (a — B) sen 2x 
sent x 2Vasenta + В cos! z 
1 arcsšen x (2 arccos x — arcsen x) . 485. 2 . 486. А 
2 ۷1 = 20202 — 1 142 
үт = 
487; aces YI gd ш, 277 (a0. 
(1— 422 Va — dat a+“ 


. 483. 0. 


484. 


— 4 + 3 
—— 492. arcsen Vx. 493. —==—— + 
y2x — а J1—2543 arcsen 5x 
1 sena 1 

F. 496. ——. 497. 4x‏ —— .495 ,س 
x/1—1n*x 1 — 2x cosa + 1? 5 + 4sen £‏ 

аҳ 
2 


490. 2Va3 × (а > 0). 491 


494. 


x 


a 
48. Z 499. Le 
1 + cos z 2 
502. ex(a cos Bt — B sen Bi). 503. eus sen B+. 504. e-*cos 3x. 505. 5?-71g—s!(n — 24º In a) 
ctg B ШЕ] 
506. — 1 уша Vc zlna. 507. 2. зов — add __. 
2 (m "Í ax + bx + C 


x 


. 500. sen 2 se * . 501. 2m*p(2m0"2 4 b)P-14W7 Ina, 
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1 Va 1 -2 1, x—1 
509. . 510. . $11 . 512. . 513. — tg . 
Va + х2 I+ Vz y2ax + 2* zin 2 P x 
s14. 22 М Indicação. y = 5 In (z—2) — За (e 1). 515.322 9 
a*—x—2 (2-0 (7 — 2) (z — 3) 
<= 3 
516. Lo 517. ADE. 518. б" ‚ s19, 20210 (az + by, 
sen? y cos y (3 — 2:3) In (3 — 223) ax +b 
ү 5 
520.— 2... و‎ 522, VZ зев іа z. 523. 1. sog l+, 
Va + a a а? sen? x x 
senar 
525. ZL., 526,59 — paeen 3t In 2 4 2(1— arccos 34. 527. [3% m3 + 
3-1 ИТГ 94 
sen? ps 528. 1 1 8 
cos? by соз? bx “1+2senx “a + In? y) 
In x 1 1 
530. —. 531. — —— ————— + 
x * xY1— In? x x(1 + In») 
a а. 
532. z . 533. 2 20834 ESSO T ol ш, 
Apa? cos x ysen x A—1 1 + = 
536. q PPE 537. 6 sen ht 2x ‘cos h 2x. 538, e**(x cos h Bz + В sen h Bx). 
530. 6 tg h 2x(1 — tg Һа 24). 540. 2ctgh 2x. 541. — 2 542. Ll. 
Vat + 2% xyitz — 1 
543. اک‎ . 544, — | : sas ——2 -546. x Artg h x. 547. x Arcsenh x 
cos 2x sen x 1— 
548. a) y” = 1quando x > 0; y” = — 1quando x < 0; y'(0) não existe; b) y” = | 2x |. 


1 P — 1 quando x < 0, 
349: „Жы е 550. Ja) = — e quando x > 0. 


554. a) f“ (0) = — 1. f£(0) = 1; b) 7200) = 2, f+(0) = = 1, £4(0) = 0; 


552. lu. 553. бт. 


d) у^ (0) = f; (0) = 0; e) f/(0) е/1(0} não existem. 555. 1 — x. 556. 2 + 22, 


557. — 1. 558.0. 561. Solução. Temos у’ = e(1— 2). Já que et = 2 , entáo 
x 


у= 2 (4 — ж) ou xy! = y(1— 2). 566. (1 + 27) (1 + 32) + 2(1-F z) (1-- 32) + 
E 
1 
(x + 2) (5x? + 197 + 20) 568. 2 tr4 2 


+3( +1) (1-4 22). 567. 


EIEI PS 
вво, — 29 t 5 _ | É. sn едда morta o 
за + 1) а + 1 (z — 1) (z — 3) V(x —15(x — 3) 

571. Ecol si fra . 572. (l+ In а). SH + 2 In z). 


3) — 1)!{# (x + 2388 (a + 3(۶ 
* _ 1 
574. a 575. F (за je mmn кёз]. 
x 3 x 


577. mp * 4 cos x In 2). 578. (cos x)'*^ Z (cos x In cos x — sen z tg x). 
x 
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1} 1 1 x 
579. (+ i) P (1+ i) — ] . 580. (arctg z)“ [= arctg x + =l 
æ 


+ 14 x, (1-4 аго 
581. te; bus ——r. €) # = —ÀV 582, — n". 
2^ 3(1 + a3) ) 5 2 — cos x ) эу E 2 
1+ »? 
Re fs EN 1 
583. — 22 584,2. ses. O) 586,2. 567. L EL. 588, tgi 
+1 1-2 1— 28 3yr + 1 


> — 1 quando f < 0. 
589. — Pags, 590. —Legr 591. —tg 3. 592 y% -Í q 
a 


a 1 quando t> 0. 
593. — 2e%, 594. tg z. 596. 1. 597. co. 599. Não. 600. Sim, já que esta igualdade é uma 


2 A 2; 
identidade. 601. Ž . 602. — U* воз. — È. 604. — Ox 29 605, 2, 
5 ay y 2+2y * 
8 
606. — I 2. 607. ay SL و‎ HEN 
E 3)43 — y?) + 2xy 1 + Jay? + 493 10 — 3 cos y 
2 == a cu af 
609. —1 610. 4999» . 6.7 1—7—3 612 (yp, 613, y = 
i— x cost y x 14 کر + قو‎ 
E 
Good = 1 . 6M. L por, 615. .ك‎ 616. 242, 
e — 1 #+у—1 + . y x— 
А 3 NN 
em, SUR EX, qu ануу у 


. 620. a) 0; b) L; o) 0. 622. 45°; 
ex — уа + у ylnz—* x 2 


arctg 2 яз 6326. 623. 45°. 624. arctg 2 x 36°21. 625. (0; 20); (1; 19); (—2; 
e 


-1 1 1 
—12. 626. (1; —3. 6275.» = 33 — x+ 1. 628. А = >. 629. [-; ——]. 
? t ) 2 11 Ís: 16 


631. у 5 = 0; z+ 2 = 0. 632.ж— 150; = 0. 633.2) у = 2z;y = — y; 


b) x—2y-1=0; 2y+ y—2=0; с) бх + 2y — x = 0; 2x — бу + 3r = 0; 

d)y = *— 1; y = 1— x; e) 2z + y — 3 = 0; x — 2y + 1 = 0 para o ponto (1; 1); 

2x — y + 3 = 0; x + 2у — 1 = 0 para o ponto (— 1; 1). 634. 75 — 10у + 6 = 0, 
2 

10x + 7y — 34 = 0. 635. y = 0; (m + 4) х + (п — 4) y — ا‎ di 636. 5х + 

+ бу 13 = 0, бх — 5y --21— 0. 637. x + y —2 = 0. 638. No ponto (1; 0); 

у= 2-2; у= 1— Z, no ponto (2; 0); у= — ж +2; y —x- 2; no ponto 


3—-x 


(3;0: y 22x —6; у= . 639. 14x — 13у + 12 = 0, 13x + My — 41 = 0. 


640. Indicação. A equação da tangente é =+ = 1. Portanto, esta tangente 
Y Ye 

corta o eixo OX no ponto 4(2z,; 0) e o eixo OY no ponto B(0; 2y). Procurando o 

ponto médio do segmento AB, achamos o ponto (x,; yj). 643. 40°36’. 644. No ponto 

(0; 0) as parábolas são tangentes entre si; no ponto (1; 1) se cortam sob o ángulo de 


arctg — m 8%, 647. 5; = Sn = 2; # = н = 2ү2, 648. 652. Т ~ 


In2 
і t t t , 1 
= 2a sen — tg —; N = 24 sen —; S, = 2а senî —; S4 = a sent, 653, arctg — + 
2 2 2” 2 h 
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654. T+ 2o. 655. S, =a; Sp=a; t = ma VIF 45$; n = aV1 + fm ; tg n = 2л. 
=: t= Vi + п f° Ya X рӯ; tg ppp. 657. 3emjs; 
Po a 


0; —£ mjs. 658. 15 cm/s. 659. — > m/s. 660. A equação da trajetória é y=x tga — 


656. 5; = a; S, = 


23. O alcance de vôo é vô sen 2% 
293 costa E 


o coeficiente angular do vetor da velocidade 


- A velocidade Vo — 2v gt sen x + gi: 


Зо Sen a — gt - Indicação. Para deter- 
to COS X 

minar a trajetória é preciso eliminar o parámetro / do sistema dado. O alcance de 

vôo é a abscissa do ponto A (fig. 17). As projeções da velocidade sobre os eixos: 


A deza d. locidad: EV y tor di locidade é 
— WES ета da velock ie e. — 50 I vi 
3 e di gran: i p di vel a velocidade 
dirigido pela tangente à trajetória. 661. Decresce com uma velocidade de 0,4. 
562. (9/8, 9/2). 663. A diagonal cresce com uma velocidade de m 3,8 cm/s, a área, 
com uma velocidade de 40 cm!/s. 664, A área da superfície cresce com uma velocidade 


de 0,27 m/s, o volume, com uma velocidade de 0,057: m?/s. 665. = cm/s. 666. A massa 
total da barra é de 360 g, a densidade no ponto M é igual à 5x віст, a densidade no 


ponto A igual a zero, a densidade no ponto В = 60 gícm. 667. 56а + 21024. 
668. e&(45* + 2). 669. 2 cos 2x, 670. 2(1 — 23)/3(1-- 28), 671. — x] (a3 sp, 


672. Zarctga + E. 673. Jp As er. 6. Leos h 2, 
1+ = 1-2 (1 — yl a a 


ma 003) = 4320, 681, yY = . 682, ууй = — , 
670. y" == б. 680. 77703) = 4320. 681, y TET 682. уут 64 sen 2x. 


684, 0; 1; 2; 2. 685. A velocidade v = 5; 4,997; 4,7. A aceleração a == 0; — 0,006; 
— 0,06. 686. A lei do movimento do ponto M, é x = acoswt; a velocidade no 
momento £ é igual a — aq sen ot; a aceleração no momento t: — aw? cos «f. À veloci- 
dade inicial é igual a zero; a aceleração inicial: — aw*; a velocidade quando x = 0: 
F ао; а aceleração quando x = 0: 0. O valor máximo da grandeza absoluta da velo- 
cidade ac. O valor máximo da grandeza absoluta da aceleração ao". 687. (9) = nl а". 


688. a) »t(1 — (MD; b) (— уян dn, 689. a) sen (++ n BL 
gus d Р 
Z); o (3er а) (ута 6-3 ау CDU, 
b) 2º соз E 9 ) 3)" 475; d) (—1) irp ARIES E 
n-i ك‎ " 
E RU 6) 2054 sen [2a + DZ]; scie me. 690. a) x - e + 
(1— gm 2 (ax + b)” 


HA (pal; g ax 


+ nez; b) 281 3 x Pe 1)* 224 22(— 1971 x + 
(2 — 2) л IE 


x cos [x + TE) — ns oos (x + te Dx 


> 


]-+#-% cos [x + 


2 2 
g ри рр e II quanto > 4 
2n. 2 


691. y0) = (з — 1)! 692. а) 91; b) 2 + 2; c) — ҮТ — É. 693. a) ,ل‎ 


RESPOSTAS 


b E, ин с) zi ; d) xd 694. a) 0; b) 234, 
За cost # sen i 1 at sen? $ 
4a sent E 
vaa 
695. a) (1 + P) (1+ 3); b) UTI 696. 20? __ 697. Temos y = £t —1 
(1 — ¿3 (cos 2 + sen t)* 
e gy = 1. Aqui não se emprega a regra de diferenciação. 699. Jeter . 
da? lio sen £ 
y E деру 
700, Sé Qsen:— сой po1, ew + 3⁄ + 8), 702, mp. 703. PE — EA. 
(sen t + cos 1)5 dy F 
3 2S — fe 27 " 
Pe SUP — PO) P0) os — P: „ = рор 29 t2, 
dy di Ut > y ауз y 
708, 2 = 2. PZ L 709. 111256. 710. — 1/16. 711. a) 1/3; b) — 3atz[y5. 
de )[ ууз! dy 
712. Ду = 0,009001; dy = 0,009. 713. d(1— x3) = 1 quando x = le Ax = — 1/3, 


714. dS = 2xAx, AS = 2xAx + (Ax), 717. Quando x = 0. 718. Não. 719. dy = — 


— Ex — 0,0436, 720. dy =—_2 0,00037. 721. dy = 7 20,0698. 722, MZ, 
72 2700 45 атн 
223. E quo у4,—#4#—. 6. a ae 127 а x dx. 

(1— z) Va — = 2% + а? À 
PLE, leo quoq. CM q — r+ yu 
1— at sen? q 1- e 7х + 5y 


-y Уа y 2 
733, 2 ы Y dx. ум, DD ay 735, Pay 737, a) 0,485; 
х x-y وچ‎ 11 


Ax У 
b) 0,965; c) 1,2; d) — 0,045; e) 2 + 0,025 % 0,81. 738. 565 cm*. 739. Y5 « 2,25; 
ҮТ? & 4,13; VTO s 8,38; ¥640 s 25,3. 740. YTO ~ 2,16; YTO ~ 4,13; Y200 м 5,85. 


— (deja 
741. a) 5; b) 1,1; c) 0,93; d) 0,9. 742. 1,0019. 743. 0,57. 744. 2,03. 748. па . 


рее 2 r^ 
749, — (22) г> 750. (— sen x аж + OEEZ s ga, 751, 22% 3 q 
(1 КШ x 22 
4 
752. — eat — 6x + 6) (da). 753. = 754. 3 - 2" sen Ë: +5+ 3) (ах)". 
— x) 


755. e* 938 sen (x sen a + ma) (dx)". 757. Não, já que f'(2) não existe. 758. Não. O 
ponto x = ra um ponto de descontinuidade da função. 762. E — 0. 763. (2, 4). 


765. a) E= igo. 768.13 z = (s—1) — (e ya ED ondo 
9 4 - 2 3E 


E=1+0(4—1,0<0<1 769. mr mm cos E,, onde E, = 0,7, 
0 < Û, < 1; mma کک‎ Ж os h. onde E, = б, 0 < 0, < L 


-1i Á 
xm + Ã č, onde Е = 0z, 0 < 0 < L 


о, Atar Ap M ра 
a 3 =D a 
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1 2 5 = 


772. O erro: a) — ; b — ; em ambos os casos Ё = 6x; 
m9 arg P aras 508 


atx 


a— x 


3 1 
0 < 0 < 1. 773.0 erro é menor que Sr = 40" 775. Solução. Temos V 


1 
= ( + 2) (1 — z) LES Desenvolvendo ambos os fatores em poténcias de x, 
a a 
1 


1 
obtemos: (:+ a Í. =) ЕТЕТ 


а 2 а 8 a?” а а 8 а? 
Multiplicando-os, teremos: le 1+ = + . A seguir, desenvolvendo 
a چ‎ a Za 
La = 
4“ em potências de d +» obtemos o mesmo polinômio ewit = + х? . 
a a 2a? 


777. — + 778. oo. 779. 1. 780. 3. 781.2 . 782. 5. 783.00. 784. 0. 785, = . 


786. 1. 788. 2; . 789. 1. 790. 0. 791. а. 792.00 paran > 1; a para s = 1; 0 para 


T 
n<1 79.0. ns.. 796. i 797. — 1. 799. 1. 800. ез. 801. 1. 802, 1.803. 1. 
804. 1, sos. L. 806. L. 807. 1. 808. 1. 810. Indicação. Achar o lim Î, 
e e e а»+0 2 
>» 
3 


2 
onde S = = (x — sen a) é a expressão exata da área do segmento (È é o raio da 


circunferência correspondente). 


Capítulo III 
811. (— со, — 2) — cresce; (—2; oo), decresce. 812. (— oo, 2), decresce; (2, oo), cresce 
813. (— co, co), cresce. 814. (—oo, 0) e (2, co), cresce; (0, 2), decresce. 815. (— оо 
2) e (2, oo), decresce. 816. (— co, 1), cresce; (1, oo), decresce. 817. (— 00, —2), (—2 
8) e (8, оо), decresce. 818. (0, 1), decresce; (1, co), cresce. 819. (—co, — 1) e (1, со) 
1 
cresce; (— 1, 1), decresce. 820. (— oo, оо), cresce. 821. 10, — |, decresce; (г: co] , 
e e 
cresce. 822. (—2, 0) cresce. 823. (— oo, 2) decresce; (2, оо), cresce. 824. (—co, a) e 


(a, oo), decresce. 825. (— co, 0) e (0, 1), decresce; (1, oo), cresce. 827. ушах = 2 
4 


quando x = i . 828. Não há extremo. 830. yg = 0 quando x = 0; ymm = 0 
quando x — 12; Ушах = 1296 quando x = б. 831. ymin Y — 0,76 quando x ям 0,23; 


Xmáz = 0 quando x = 1; Ymm% — 0,05 quando x A 1,43. Quando z = 2 não há 
extremo. 832. Não há extremo. 833. ушах = — 2 quando # = 0; Yma = 2 quando 


2 B’ 
Уша = 3V3 quando z = ys 836. ушах = V2 quando x = 0. 837. ушак = — V3. 


9 E 
X = 2. 834. ym = tg quando ж = 32. 835. ушах = —3V3 quando x= — 
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quando x = — 2y3; Emin = УЗ quando x = 2/3. 838. ymin = O quando x = + 1; 


Jmáx- 1 quando z= 0. 839. зев = — — VS quando sm (+ —) =: 


E 5 V3 quando я = Ë + Hi (к = 0, +L, +2,...). 840. ушах = 5 quando 


ж = km; Yms = Scos ZE quando x = zfs 5) Ti Ymi = — 5 cos > quando 


» = 2) s] =: Ymm = 1 quando ж = 604 + Dz ( = 0, + 1, +2, 
841. ymi = 0 quando x = 0. 842. ymin = — + quando x = i. 843. ушах = + 
quando x = + Уша = O quando x = 1. 844. Ymin = | quando x = 0. 845. упш = 
= — À quando z = — 1. 846. уша = 0 quando z = 0; ушш = — quando z = 2 
847. Ymin = ¢ quando x = 1, 848. Não há extremo. 849. O valor mínimo ém = — i 
quando x = —1 o valor máximo é М = — quando + = 1. 850. m = O quando x = 0 


e z = 10; M = 5 quando x = 5. 851.m = quando z = OF + 1) =; M=1 


quando x= = (k = 0, +1, + 2,...). 852. m = 0 quando x = 1; М = r quando 
ж = — 1. 853. т = — 1 quando x = — 1; М = 27 quando x = 3. 854.2) m = — 6 


quando x = 1; M = 266 quando x — 5; b) m = — 1579 quando x= — 10; 
M = 3745 quando x = 12. 856. р = — 2, q = 4. 861. Cada um dos termos deve 


ser iguala ^ . 862. O retángulo deve ser um quadrado com lados iguais a "E 


863. Isósceles. 864. O lado da superfície que está junto da parede deve ser duas 
vezes maior que o outro lado. 865. O lado do quadrado que se recorta deve ser igual 


a © . 866. A altura deve ser duas vezes menor que o lado da base. 867. Aquele cuja 


2R 
altura é igual ao diâmetro da base. 868. A altura do cilindro ys , 9 raio da 


base Dp , onde R é o raio da esfera dada . 869. A altura do cilindro é RVZ, onde 

R & о raio da esfera dada. 870, А altura do cone é 5 Е, onde R é o raio da esfera 
4 

dada. 871. A altura do cone é 3 R, onde R é o raio da esfera dada. 872. O raio da 


3 
base do cone é 3 y, onde 7 é o raio da base do cilindro dado. 873. Aquele cuja 
altura é duas vezes maior que o diâmetro da esfera. 874. q = 1, isto é, a seção da 


canaleta tem a forma de semicírculo. 875. O ângulo central do setor em) 
876. A altura da parte cilíndrica deve ser igual 2 zero, isto é, o recipiente deve ter 
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2 213 

a forma de seml-esfera. 877. à = (л - A 878. ++ = 1. 879. Os la- 
C] Ye 

dos do retângulo são aV2 e bV2, onde a e b são os semi-eixos correspondentes da 

elipse. 880. As coordenadas dos vértices do retângulo; situados na parábola, são 


2 ЕЗ 13 I | 
(2. +: 2). з. + y" +] 382 O teo é igual a maior das grand 


1 à 7 7 d 

qu tg —. 883. АМ = a — E. 884.— . 885. = -——* 
a O BEE "Үк + z VE ajz y 9 
passo: s=a 2. 886. Е Pain = VlagQ. 887. VMm. Indie 


4 
cação. Quando o choque das duas esferas é completamente elástico, a velocidade que 
adquire a bola imóvel, de massa m,, depois do choque com a massa m, que se movia 
B. 888. n = Жк este número não 
mpm, 7 
é inteiro ou não é divisor do número N, toma-se o número inteiro mais próximo 
do valor obtido, que seja divisor de N). Como a resistência interna da bateria é igual 


nir 
a x „ о sentido físico da solução encontrada 6: a resistência interna da bateria 


com a velocidade v, será igual a 


deverá ser a mais próxima possível da resistência externa. 889. y = i h. 891. (— co, 


2), côncava para baixo; (2, co), côncava para cima; M(2; 12) ponto de inflexão. 
892. (— oo, co), cóncava para cima. 893. (— co, —3), cóncava para baixo; (—3, oo), 
côncava para cima ; não há ponto de inflex&o. 894. (— oo, — 6) e (0,6), côncava para cima ; 


(= 6, 0) e (6, со), cóncava para baixo; pontos de inflexão x (-6: -i 0(0; 0), 
as: 2). 895. (—co, — ¥3) e (0, V3), cóncava para cima; (— Y3, 0) e (YŠ, co), 
côncava para baixo; pontos de inflexão M,,(+ VT: 0) e O(0; 0). 896. (cs + z ; 


(+97). cóncava para cima, [ик +3) 2. (44 + 5) 5). ctncava para baixo 


(k = 0, +1, + 2,...); pontos de inflexão, | (2# + DŠ го). 897. (2kr, (2h + 1) x), 
cóncava para cima, ((24 — 1) т, 2kr), cóncava para baixo (4 = 0, + l, + 2, e): AS 
abscissas dos pontos de inflexão são x = Ал. 898. (> 3a) côncava para baixo, 


1 1 3 
[z Ў ©), côncava para cima; "(zs — 5) é o ponto de inflexão. 899. (— co, 0), 


côncava para cima, (0, oo), côncava para baixo; O(0; 0) é o ponto de inflexão, 
900. (— oo, —3) e (~ 1, оо), cóncava para cima; (— 3, — 1), cóncava para baixo; 


pontos de inflexão, m|- 3; +) emf- m 2), 901.5 = 2; у = 0. 902. s = 1, 
e 


я == 3, у = 0. 903. z = + 2, y = 1. 904. y = x. 905, y = — x (esquerda), y = x 
(direita). 906. y = — 1 (esquerda), y = 1 (direita). 907. x = +1, y = — z (esquerda), 
y = 5 (direita). 908. y == — 2 (esquerda), y = 2x — 2 (direita). 909, y = 2. 910. x = 0, 
y = 1 (esquerda), y = 0 (direita). 911. х = 0, y = L. 912. y = 0. 913. ке — 1. 
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914. y = x — x (esquerda); y = x + x (direita). 915. y = a. 916. yas, = 0 quando 
x = 0; yam = — 4 quando x = 2; ponto de inflexão M,(1, — 2). 917. yg, = 1 
quando x = + V3; уша = 0 quando ғ = 0; ponto de inflexão мыз 1; EM . 
9 


918. ymax = 4 quando х = — 1; ya = 0 quando x= 1; ponto de inflexão 
Mi(0; 2). 919. ymax = 8 quando x = — 2; ymin = O quando + = 2; ponto de inflexão 
M(0; 4). 920. ymin = — 1 quando x = 0; ponto de inflexão Mii V5; 0) e 


E t; — z 921. yméz = — 2 quando x = 0; Ymin = 2 quando x = 2; as 


assíntotas são х = |, y = х — 1. 922. Os pontos de inflexão são M,,(+ 1, F2); a 
assíntota é x = 0, 923. Уз, = — ¿quando х= li Yma = 4 quando ж = 1; а 


assíntota x = 0. 924. ymin = 3 quando + = 1; о ponto de inflexão é — M(— YZ; 0; 
aassíntota x = 0. 925. Ула, = i quando x = 0; o ponto de inflexão é LE 1; 4) E 
4 


a assíntota é y = 0. 926. ушар = — 2 quando z = 0; as assíntotas são x = +2e 


y = 0. 927. Yin = — 1 quando x = — 2; ymáx = 1 quando x = 2; os pontos de 
inflexão são — O(0; 0) e x. [= 2y3 ; +]; а assintota é y = 0. 928. Ушу = 1 
quando x = 4; o ponto de inflexão é — M|5; 3 ; as assíntotas são x —2 e 


9 
у = 0. 929. O ponto de inflexão é 0(0; 0); as assíntotas são x = + 2 е y=0. 
930. ymáx = — 2 quando mt as assíntotas são x=0, x=4 е y=0, 
931. ушах = — 4 quando x = — 1; ymin = 4 quando x = 1; as assíntotas são 
r=0e y = 3x. 932. 4(0; 2) e B(4; 2) são os pontos extremos; Утах = 2/2 


quando x = 2. 933. 4(— 8; — 4) e B(8; 4) são os pontos extremos. О ponto de 
inflexão é O(0; 0). 934. O ponto extremo é 4(— 3; 0); Ymin = — 2 quando x = — 2. 


935. Os pontos extremos são A(— V3 ; 0), 0(0;0) e B(V3; 0); Ymáx = VZ quando 


ж = — 1; o ponto de inflexão é M| үз + 2/3, BEE .936. ушак = 1 
quando x = 0; os pontos de inflexão são M, (+ 1; 0). 937. Os pontos de inflexão 


М0; 1) e M,(1; 0); a assíntota é y = — x. 938. у, = 0 quando x = — l; 
Уша = — 1 (quando x = 0). 939. уш, = 2 quando x = 0; os pontos de inflexão 
são Mua(+1; Y2); a assíntota é y = 0. 940. ymn=—4 quando += — 4; 


Jmáx = 4 quando z = 4; o ponto de inflexão 6 0(0; 0); a assíntota é y = 0. 


941. ym = ys quando x = 2, уып = ¥4 quando x = 4; Y máx = 2 quando + = 3. 
942. Ymín = 2 quando x = 0; as assíntotas são x = + 2. 943. As assíntotas são 


La ys 
s+=+2ey=0. ii ER saa 2=Y3; уа = Ty quando # = 


= — Y3; os pontos de inflexão são M, —3; = i 0(0; 0) e n (s: HL as 


assíntotas são x = + 1. 945. ymin = 

12 

Y 100 

inflexão é m (z; =): a assíntota é y = 0. 947. Os pontos de inflexão são 
e 


y quando x — 6; o ponto de inflexão é 
}: а assíntota é x = 2. 946. ymáx = ES quando x = 1; o ponto de 
e 


mf: 
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м\[- 3a; =) e m(- a; =); а assíntota é y = 0, 948. ymix = quando 
e 


3 
2 37 
aa 4]. a assíntota é y = 0,949. 


Ymáx — 2 quando x = 0; os pontos de inflexão são Mu 1; 2): а assíntota é 
e 


x = 4; os pontos de inflexão são xd 


y = 0. 950. уь; = l quando x = +1; Уш = 0 quando x = 0. 951. Y4, = 0,74 
quando x = e* z 7,39; o ponto de inflexão é M(e8/3 z; 14,39; 0,70); as assíntotas 
a 


siox=0ey=0. 952. упа = — quando x s ; o ponto de inflexão é 
e 
a Ja? : e 
M yq ‚ 953. Уш = e quando x = e; o ponto de inflexão é M| z; — |; 
eà 403 2 
a assíntota é x = 1; y->0 quando x — 0. 954. Ymir = a £& 0,54 quando х = q 
e 


— 1 — 0,86; уља = 0 quando x = 0; o ponto de inflexão em? دا‎ 
e 


— 0,63; 1 x 037) ; y— 0 quando x > — 1 + 0 (ponto extremo limite). 955. Y mín = 1 
e 


quando x = + ү2; os pontos de inflexão são М; (+ 1,89; 1,33); as assintotas são 
vm 1 .056, As ascintatar são es 0 (087, As assinkates. são» y O (mandas. 


х + ©) е y = — x (quando x — — oo). 958. As assíntotas são x = — 1; 
X = 0; y = 1; a função não está determinada по segmento [-> ; o) 959. É uma 
função periódica de período 2л. уьш = — YZ quando х= is + 2km: Ушак = V2 
quando x == a + 2km (k = 0, +1, +2,...); os pontos de inflexão são My E t+ 
+ kn; o) . 960. É uma função periódica com período 2л. yg, = — $ V3 quando 
x= > e+ 26m Jmáx = i V3 quando x = = + 2km (= 0, + 1, + 2, ...); os pon- 
tos de inflexão são My(kr; 0) e Ng (== (- 4) +227; š 15) . 961. É uma 
b 


função periódica com período 2r. No segmento [— п, 1] Ymáx = l quando += + —; 
4 3 


JY mín 2 quando x LT: Ymin = 0 quando x = 0; os pontos de inflexão são 
Malt 0,57; 0,13) e My (+ 2.20; — 0,95). 962. É uma função periódica ímpar com 
período 2л. No segmento [0, 2r]: ушах = 1 quando x = 0; ymi = 0,71 quando 


|= E 5 Ymáx = 1 quando x zi Ymin 1 quando x = x; Ymár = — 0,71 
4 


quando x 5 п; Уша 1 quando x i" Ymáx = 1 quando x = 2r; os pon- 


tos de inflexão são M,(0,36; 0,86); M2(1,21; 0,86); My(2,36; 0); M,(3,51; — 0,86); 
M,4,35; — 0,86); M,(550; 0). 963. É uma função periódica com período 2m. 


2 2 
Уа Y quando x i + 2km; ymáx= — E quando 4 — — 1 n2 = 0, 
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+1, +2,..); as assíntotas são x = Pis + km. 964, É uma função periódica com 
A 
2 
assíntotas são x = FE + hm. 965. É uma função periódica par com período 2m. 


período л; os pontos de inflexão são E + kr; ) (k = 0, +1, +2,..);as 


4 1 
No segmento [0; x]: Ymáx = ——— quando x = arccos —; ix = 0 quando 
gmento [ ; may 3 yy max = 0 q 
X = T; Ymin= — 313 quando x = агссоѕ | — 2 ; Ymin = O quando x = 0; os 
pontos de inflexão são x (5: o): at (ascsen E. +17), Ms axcsen 72, 
7 
= 7) . 966. É uma função periódica par com período 2x. No segmento [0, zJ: 
2 1 
Y má: 1 quando х = 0; ymáx = — quando x = arccos | —-—|; in 
ix q таах 316 q Vê Jm! 
1 
quando ж = arccos ys! Ут = — 1 quando x = x; os pontos de inflexão 


E) 


967. É uma E ímpar. Os pontos de inflexão são My(£w; Ап) (k = 0, + 1, И! 

968. É uma função par. Os pontos do extremo são А, (+ 2,83; — 1,57); тае x “i 3; 
quando x = 0 (ponto de reversão); os pontos de inflexão são M, a 54; — 0,34). 
969. A função é ímpar. Seu campo de existência é —1<x< 1. O ponto de 


inflexão é O(0; 0); asassíntotas são х = + 1. 970. A função é ímpar. Ymáx = Е — 


—1 + 2kx quando z == + bm; Y mín = hr 1 + 2kr quando gc qudm 


o ponto de inflexão é My(br, 24m); as assíntotas são x = Lt 


+2 
EE 1 (quando x > — oo) e y= 2 ж —1 (quando X — + оо). 972. Yin = 0 


w (& = 0, + 1, 
971. A função é par; ymía = 0 quando x = 0; as assíntotas são y = — 


quando # = 0 (ponto angular); a assíntota é y = 1. 973. ушы = 1+ = quando 


s= 1; Ymir = = — 1 quando x = — 1; o ponto de inflexão é (centro de simetria) 

(0, л); as assíntotas são y = x + 2r (esquerda) e у = x (direita). 974. ymin = 1,285 

quando x = 1; Ymáz = 1,856 quando x = — 1; o ponto de inflexão é a 0, 3) 
2 


as assíntotas são y = 5 + тт (quando х > — 00) e y = п (quando + — + 00). 

975. As assíntotas são х = 0 e y = x — In 2. 976. yta 1,32 quando x = 1; а assin- 

tota é x = 0. 977. A função é periódica com período 27. Уши = £ quando x = 
e 


3 
2 


FR + RT; Ymáx = € quando x = = + 2kr (k = 0, + 1, +2,..); os pontos 
2 : 
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= 5—1 228 
de inflexão são ا ا‎ "E | e dm y5—1 


2 2 
LES! 
+(@®+1)т;е ? | 978.05 pontos do extremo são A(0; 1) e B(1; 4,81). O ponto 


+ 


de inflexão é M(0,28; 1,74). 979. O ponto de inflexão é M(0,5; 1,59); as assintotas 
são y & 0,21 (quando x — — o) e y = 4,81 (quando x — + oo). 980. O campo de 
determinação da função é o conjunto dos intervalos (24r, Zêr + x), onde k ~ 0, 


+1 + 2,... A função é periódica com período 2t; Ymáx = O quando x = T + 
+ 247 (А = 0, +1, +2,...); as assíntotas são x = km. 981. O campo de determi- 
nação é o conjunto de intervalos (6 — 1] т, (> + 1) :J , onde ё é um nú- 
mero inteiro. A função é periódica de iue 2n. о; pontos de inflexão são 
My(2krc; 0) (k = 0, +1, + 2, ...); as assíntotas são 4 = + ^ + 2hr. 982. O campo 
de determinação é x > 0; а função é monótona crescente; a assíntota é x = 0. 
983. O campo de determinação é | x — 2kr] < m (А = 0, +1, + 2,.). A função é 
periódica com período 2r; ymin = 1 quando x EM (k = 0, +1, +2,...); as assin- 
totas são x = E + kn. 984. А assíntota 6 y 3 1,57; y> — = quando x — 0 (ponto 
limite do iie 985. Os pontos do extremo são doceo 1,57); Ymi = 0 


quando x = 0. 986. Уша = (+) * x 0,69 quando x = 1 240,37; y > 1 quando 
e e 
1 


4 — + 0. 987. O ponto limite do extremo é A(+ 0; 0); Ymáx = eim 1,44 quando 
x = e % 2,72; a assintota é y = 1; o ponto de inflexão é M,(0,58; 0,12) e M (4,35; 
1,40). 988. zmin = — 1 quando ¢ = 1 (y = 3); ymin = — 1 quando ё = — 1 (x = 3). 
989. Para obter o gráfico é suficiente variar ¢ dentro os limites de 0 a 2r; Xmín = — 4 
quando f= r (у = 0); жах = а quando ¢ = 0 (у = 0); ymin=—a (ponto de 
reversão) quando #= + = (z = 0); Ymáx = + a (ponto de reversão) quando 
t= F“ = 0); os pontos de inflexão quando tm E, ms m m são 
2 4 4 4 4 


a i 
(x و‎ = 2-5). 90. min = — 7 quando t= —1 (у — e), 


Y máx = À quando £= L(x = B: o ponto de inflexão «(- m . -vz otr) 
¥ e 


quando £= — YZ e yi eê, a quando £= ¥2; as assíntotas são z = O 
e 
ey=0. 991. rui = Le Уша = | quando! = 0 (ponto de reversão); a assin- 


tota é y = 2x quando f> + оо. 992. ymin = 0 quando t = 0. 993. ds = 2 ax; 


— گے‎ a 
cru m eaae S. mtu NL gi mal» 
а а а а? — ж? Vaio 2 
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sen x ——., onde с = fa!1— B& 995. ds = 26 ҮР“ у? ах; 
Vas — cia 
Р Н a " x 
y М 
cos e ; sen a — . % as = j dx; cosa = ; 
Vg cx үр? + у? z a 
ER 
t 

sen x = | Toe cos h dz; cosa ; sen x = tgh E. 

a a x 

cos h — 

a 
998. ds = 2a sen ! dt; cosa sen £ ; Sena see E 999. ds = 3a sen Ecos dt; 

2 2 
چ‎ 1 
COS @ = — COS t; sen a = sen f, 1000. ds = aV 1 + gi dọ; cos B = —————— - 
Yt 
1001. — YTF € dp; cos p = Lo q002 48 = 6 dp: senf= 
E Vire E 
cos: p 


= cos 2, 1003. ds = а cos 2 de: sen B — cos T 1004. ds = rY1 + (in а)? аф; 
2 


1 а? 
= ==, 1005. ds = dp; Sen B = соз 2ф. 1006, K == 36. 
sen В yr Um aj E i В 29. 
a b 6 3 
1007. K = — — . 1008. K, = —; Kg = — . 1009. К = ——. 1010. К === 
3y2 з а 13/13 ау? 
А 9. 9. m2, Z) 
em ambos os vértices. юп. ($: 3) e (5: — 3) 1012. (- DEC Z) 
+ guy ty? 4y2)3/2 2 2 
1013, g a iiom 1014, R = CX T al. agis, po ME, 
| бх ayi 4y 
1016. R = [Ea sen PIN 1017. R = ја). 1018. R = |ry14 XH. 1019. R = 
| 
| 


=| a cos Li 1020. Ra =1p1 1022. (2:29. 1023. (— a; £ a). 
3 2; 2 3 
2 
1024. (z — 3% + {> — i] = 1. 1025. (ж + 2)2 + (y — 3)2 = 8. 1026. ру? = 
4 
8 cd E E 
= (X — py (parábola semicúbica). 1027. (aX)? + (bY)? = c3, onde c?=a?— b, 
Capitulo IV 


Nas respostas deste capítulo, para simplificar omite-se a constante arbitrária 
adicional C. 


3 2 
1031. 2 апат, 1032. 249 4 48 4 3r. 1033, Z g CIDE y abr 
7 4 


. 1034. ах + 
3 2 
n—1 
E 4 btr * — 
4 = + PE 1035. 2% узра. 1036. 222. 1037. ux. 1038. air — 
3 п — 1 
4 5 2 7 ү; ay ys 
953,292 335 8 233 yx, 3 x Зх? үх 
48 # tya + ee 1039. 5 x. 1040. 15 7 


27—5129 
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28" yx _ _ 4amnyy 240 Vx 
4m + 1 2m --2n + 1 4s + 1 
AES 3 = 

+ deyar — 22 4 2%. 1043. Larctg E. 1044. —! m|£ yi 
5yax y7 y? 2y10 r+ yió 


RED x x > 

1045. In (x +V4 + 4%). 1046. arcsen —©——. 1047. arcsen —— — In (z +V + 2). 

( ) 2/5 vi (z +V + 2) 

1048*. a) tg x — x. Indicação. Fazer tg*z = sec? z — 1; b) x — tgh x. Indicação. 
> 

Fazer tgh? x =1 l . 1049. a) — ctg x — ж; b) x — ctgh x. 1050. E apa 
cos h* x In3+1 

af d(a — x) 


a—x 


1042. 2aYax — 4ax T 


—6Yx. 1041. 


alnla—s| + 


1051. a ln 


- Solução. ( E dz 


a х 


a—x 


+aln C = aln 1052. x + In | 2x + 1|. Solução. Dividindo o numera- 


g€— x 
2+3 . Donde (Ê as = 
2x-F1 2x + 1 2х + 1 
LAS Lia =Í axt D |2 + ij 1053. — 244 
2х +1 2# +1 2 
Ф Ша دإ‎ 221. 1054.5 2 за |а + bz|. 1055. Es 22 
4 bow a з 


dor pelo denominador, obtemos 


In |ax + Bl. 


at at 2% КЫ 
1056. pa +210] — 1]. 1057. Ž 4+ 2z + 1n e 31. 1058, E + + 
b 


#— a 


+ Indicação. (LEE (Ata dz (e 
"n (к +H) (z + B° x41 JG TP 


1061. —2bVl1— y. 1062. — 2 (a Bajî. 1063. VA FI Solução. | SS 

3b i Va 1 

1{ a + D yr - mz 1 ( /:) 

== = ү + L 1064. 2Yx + . 1065. arctg | x . 
2 í VA Fi 2 ys "ps 

1066. —l In 211212 e | CEA CA 
4/14 #7 +2Y2 2ya — i Vat b—zja—ó 


1068. x — YZ arctg ——. 1069 e „= ыра). 1070. 2-10 (a + 
; r Я . — at. EA 
E yz 2 2 2 


+ x + 2% + 31n|x — 1]. 1059. ax + 2abln| x — a| — - 1060, In | x +11 + 


067. 


+49 + arctg Ž . 1971. In (22 x+ |7 + 8x2). 1072. À arcsen ( 8 
2 y 


2y2 ys 7 
1 5 үз — VE 3 (V: ) 
1073. — In | 32 — 2| — . 1074. arctg x1— 
3 I 2y6 xY3 +02 yas 7 


ard. In (52% + 7). 1075. 3 V52 + 1 + y (xV5 + V5# PD. 1076. V 43 — 4 + 
5 5 


+ 3al x V — 1]. 1077. Û In| xê — 5]. 1078. Lin (232 + 3). 1079. Lim atat + 
2 4 


2a 


+ 5) + arctg 2%. 1080. Larcsen É. 1081. Larctg 4%. 1082. Û In |аз + 
a” b 2 a 3 3 
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x a 
Ed 
2 уз (= 6 =) 1 
+ Vx — i|. 1083. т Viarcsen #3. 1084. 7 - 1085. In (1+ 42) 


2m V(arctg 22)* 


Sent ¿E -mE == 3-37. 
é . 1086. 2|/In (x + Vi + 33). 1087. Z 4777. 1088, — q 45, 
ж — 28. X T 
1089. et pet 1090. Let (2r t. * 109. (É -5) —2x. 
2 2 1па—}пЬ\Ь*°* ar 
3 1 
12-2 [1 2 ва 2^]. 1093.— — 1, 1094. —L 7°. 1095, — 67. 
a 2º +1 2117 
e 4 
1096. >. 5 * . 1097, 1n [62 — Ц. 1098. — 2 (д — bey, 1099. (o + Ji E 
In 5 3b 4 
1 ЕЛ 
1100. -£ — — а (22 + 3). Indicação. L xd 2 . 
3 32 а ES 3 2+3 
1 14 ets 1 


1101. 


1 
arctg(a?). 1102. — — In 
Ina 2b 


1103. arcsene!, 1104. — — x 
1— eba b 
x cos (а + bx). 1105. VZ sen — 2. 1106. х — — cos 2ax. 1107. 2 sen Vz. 
yz 2 
a 


sen 2x 


1108. — 1n10-cos (lg z). 1109. ñ — . Indicação. Fazer sen? x = i (1—cos 22). 


2, 
mo Sp E. Indicação. Ver indicação para o problema 1109. 


5x 
ti — 
[+ 


. ni6. Û tg (2%). 1117. Í cos (1 — +3). 
n 


ctg ax 


ни, E tg (ax + b). 1112. — — x. 113. aln 
a 


+3) I 


1118. x i ctg #2 YZ m 
vz 


tg Ž |, ı114. Lin 
2а 15 


а 
tg ах +b | 


1115. us In 
a 


. 1119. — In [cos x]. 1120, In |sen х |. 


«ү? 
tg 
2 2 
121. (a — b) In 


x 
sen — 


1123. — 2 In | cos V% |. 


sen |. 1122. 51n 
a—b 


46 
1124. L In [sen (#* + 1|. 125.18 [tg |. 1126. 4 sent 5. 1127, Sr, 
2 2 а 24 
из. .ا‎ ma. — L (34 соз 3а). 1130. — À yes 2; 
4a sent ах 3 2 


5 


* 
ux. — 2 yO Fios. 1132. ivl . зз. 2 Vega. 1134. — I. 
9 3 3 


1135. ES tg 3x 4 1 . 1136. I In 
3 cos 3x a 


— actg 3z|. 1138. + cos h 5x — + senh 5x. 1139, — = t sen h 2x, 


ax 
ti 
> 


+2senax|. 1137. À ln |b — 
3a 


1140. in 


tgh t | . 1141. 2 arctg e”. 1142. In|tgh x]. 1143. m cos h +. 
2 


27* 
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1144. in |sen h xj. 1145. — ES VG =. 1146. ¿E in [2% — 4x + 1 
4 
1 E E gs 3: 3| 1 P 
1147. arctg —. 1148. — e". no [/ arctg pu xV3 + 
4y5 y5 2 2 2 ¥3 f 


3 
+V2 + 335. изе.“ — 21 из, — E 1152, In | x+cos х |. 


1 e 
LO [sec 3x + tg 3х1 + || 1154. Ru 1155. In | tg z+ Vtg? x —2]. 


sen 3x na 
1 gr Vas 1 
1156, Y2 arctg (xy2) — WAIT 1157. ——- 188. —B=. 
1159. 1 arcsen (s. 1160. L ағ х. 1161. Ž — 2% 1162. arcsen EL, 
2 a 2 2 
x п 3 و‎ fi 
1163. a la | tg | — +3) 1164. — ya + inzjf. 1165. —2In]cos Vz — 11. 
4 
In? 
1166. 1 ın [tg Ж E 1167. ctg * y te + arctg ж. 1168. — In | sen x + 
2 
x 1 x— yz 
+ cos x]. 1169. /2 in tg —— — 2x— Y2cos-— , 1170. x + —!n 
2y2 yz > |, +> 


1171. In |x| + 2 arctg z. 1172. SP 1173. 


arcsen +. + va — 35%. 


1 a—b 
1174. x — la (1 + е7). 1175, arctg ‘| z ) 1176. 1а (e + 
: Var — br Ў | VE ! 


+ ҮК. 1177. Lin tgar]. 1178. — T cof + qu). 1179. L m] 24102), 
a 2r T 4 2—Inx 


2 
= 2) 1 " 
паб, — 22. ві. — 4785, 1182, Quem Е r 1183. — 2 ctg 2x. 


ива, Seen al Vis 1185. in (sec x+ sect F i). 1186. — n УЗ sena, 
үз. —sen 2x 
dx. 
mo . Indicação. fá a ы = ore . 
ya Es sen? x + 2 cost x tez + 2 
1188, + Viu (ж РИ ap. 1189. E sen h (114 3. 1190. gets, 


1191. a) с 
vz 


Ya quando x > 2; b) — In (I + 272); с) > (Sa? — 38; 


a£ GE — 2E 6) la Gen «+ T ae, 192. L k 
= a Их +11 

E mei] 1193. q = 5 +27 —21а(! +15), 1194. m| 5 — |. 
ПП 3 2 Y2x +141 


3 
1105. Zacctg VET 1196. а x —1n 2 In [In x + 1n 2|, 1197, EER 5 
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1198. 2. (e —2 YZ 1. 199, 2 (cost x — 5) YE8 x. 1200. In 
3 


Ed 

1+V + 1 

Indicação. Fazer x = Û. 1201. — Ž VI — 4 L arcsen x. 1202. — үза 
i 2 2 — 3 


— Í VE. 1203. [HD —|а| arccos 141. 1204. arccos Û , se x yé O 9 
3 х 


x 
| y4— a 
Indicação. а == A. 1205. A FI — In. Ine] 1206. HIA 


Observação. Em lugar da substituição trigonométrica pode-se utilizar a substituição 


a ta. 1207. z va zo qol ns 1208. 2 arcseny x, 1210. d Vai — a + 
z 2922 2 


2 
+ mls+ Vî — а? |. 1211. + In z — x. 1212. x arctg a — — Ја (1 + 4%). 
2 


1213. x arcsen x + V1 — zã 1214. sen x — x cos x. 1218, sende jede. 


3 9 
z 
1216. tl qa; 2241 ag 2 (9x2 — 6x + 2). Solução. Em 
e 2% In? 2 27 
lugar de integrar várias vezes por partes, pode-se empregar o seguinte método de 
coeficientes indeterminados: 


oma = (Ax? + Вх + C) = 


ou, depois de derivar, 
AUT = (Ax! + Bx + C) 30% + (24x + B) e”, 


Simplificando por e** e igualando entre si os coeficientes que têm ¿5 mesmas potên- 
cias de x, obtemos: 


1=34; 0=3B+24; 0-3C4 B, 


donde 4 = T B=— i [^] = Em forma geral (no е dy == Qa (2) e^, 

onde Pa(*) é o polinômio dado de grau n e Qs(x) é um polinômio de grau n com 

os coeficientes indeterminados. 1219. — e-7(a3 + 5). Indicação. Ver o problema 
РА 

1218**. 1220. — 3e (494 9224544 + 162). Indicação. Ver o problema 1218**. 


2 
igi 8ے‎ 22 умам 2 E IN 
4 


4 8 4 
Indicação. Recomenda-se também utilizar o método dos coeficientes indeterminados 
na forma 


LE cos B+ dx = Qn(2) cos Bx + Rals sen fix, 


* Daqui para frente, em casos análogos, indicar-se-á as vezes uma resposta que 
corresponda apenas a uma parte qualquer do campo de existência da função subinte- 
gral, 
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onde P4(x) é o polinômio dado de grau n e Qs(z) e Rn(2) são polinômios de grau п 
ES 
com coeficientes indeterminados (ver o problema 1218**). 1223. a In x — = . 
I z 1 


—— —. 1226.2Vx In x — 4Yx. 
D а. 


a a 
1227. ZEL arctg z jo 1228. Damen z ase z + УТ э: 


1224. x ln? х — 2z In x + 2x. 1225. — 


1229. zln (x + ¥1 + x?) — Y 1 + #* 1230. — x ctg x + In |sen z |. 1231. — 


sen x 
€*(sen x — cos z) 1233. 3*(sen x + cos х1а 3) 


1232, . 
2 1 + (ln 3} 


+ In 


> 
Es 


g(a sen bx — b cos bx) Em 
a? pb 


1237. 2.15 (Yx — 1). 1238. ( 


1234. 


. 1235. £ [sen (In z) —cos (In #)]. 1236. — (+1). 


аЗ 


- n) 


2 " 
ж. 1240, EZ 292 5. 2 рді раа x 


x x x 


l+x 
x In x. 1242 Lad arctg 3x — E + a In (9x? + 1). 1243. 
Е 18 ° 162 i 


1239, Ž lj din 


3 
E (arctg х)? — 


— x arctg x + 1 In (1 + $3). 1244. x(arcsen x)! + 2/1 — x3 arcsen x — 2x. 


1245. — -ASen 4. a ||. 3246. — 2 1— zarcsen Vz + 2Yx- 
x 1+Vi— a? 

a z m 

1247. C. Аи In | cos 2x| _ 2%. as = cos 2x — 2 sen 2x _ 1). 
2 4 2 2 5 

1249. É + x cos (2 In x) + 2x sen (2 In x) . 1250. x 4 1 tg 

2 10 2(3 + 1) 2 
Solução. Fazendo u = x e dv = TAa , obtemos du = dx ev = — ты 
Ga y 2(4 4-0) 

Donde í 282 = — E + dx a +5 arctg x + C. 

(5% + 1(3 2(8 + p а + D ИР? +1) 


1251. 1 1 arctg Z + . Indicação. · Emprega-se a identidade 
24% la a 


E 


2 
l= +. [G3 + at) — 2. 1252. À yai ay a arcsen Ž (a > 0). Solução. 
a a 
nia а 
Fazemos и = Va? — q? е dv = dx; donde du = — m M ы i ev= x; temos 
а? — x 
— 2_xN س‎ q? 
Vaš — x? dx = х үа? — а — жау х Ма? — xš (a Ixus dx = 
Val x? Ya — z 


o dx کک‎ 
= zV: — x: — ан | LM. Portanto, a| yaz dz = 
\ Va + x 
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= x Pal — x? + a? arcsen Z 153.2 ATR + а +VA FAL Indicação. 
a 2 


Ver o problema 1252*. 1254. — = V9 — х? + 2 arcsen + Indicação. Ver o 


1 +1 1 x 2 бх —1 

roblema 1252*, 1255. — arctg . 1256. — In . 1257. arctg . 
E 2. КУ 2 2 ja+2 yii yn 

1258. -L In (2? — 7x + 13) + —— arctg ED 1289. - а (аа — 4x + 5) + 

$32 y3 y ^ 2 

5 9 2х + 3 

+ Sarctg (x — 2). 1260. x — — In (а + 3x + 4) + ——-— arctg ———-——-. 

g 2 ) VT 7 
1261. x + 3 In (22 — 6x + 10) + 8 arctg (x — 3). 1262. arcsen =— 3 . 


1263. arcsen (2z — 1). 1264. In 


+ GAVETA]. 1265. 331 — áx + 3, 

2+1 ا 

1266. — 2۷/1 — x — 43 — 9 arcsen 

4 ys 
1 SIS x 

— 5 ——— (seen). 1268. In | ———— |, 

5y5 n (z з 7 14+/1= < 


1269. — arcsen 2 ——. 1270. arcsen E eir a (x »y2). 1271. — arcsen 
xV5 (1—2)y2 PETI 


VAY2xq 5-2m(r214VX ERG S. 1273, 221 


. 1287. I y533 C2x + i+ 


+ 


1272, 43] 


+ T arcsen (2x — 1). 1274. SEAL yó—x-—3 + = arcsen 


1 —3 1 3—sen x 1 سے‎ 
1275. — 1а . 1276. — arc =— 1277. In (e* + — +Y 140% + 0%) 
4 “am уз a duc A 
1278. — In |cos х + 2 + Ycos? x + 4 cos # + lj. 1279. — y 1 — 410% — ny — 
2+ In £ 1 xTb 
— 2 arcsen . 1280. In (а Æ b). 1281. x + 3In| x —3| — 
үз a—b х+а | 
_ 3 ت‎ 4 V 5 
—31n|x —2|. 1282. a EE. 1283. n| > 9* (6 — 5 ë 
(z + 21 | (+ 3? 
1 
2 (yu 418116 
1284, 5z in| LE | ров, Lis | |. i289 بو ل‎ 
(x — 1” 14x PES 4 
16 
vim e . 1287. É 11 8 1 9 
16 | (2x — 17 (2x + D° 2 (—2* 2-2 2) — 3) 
DS 285. 8 27 CEES 
26 + D 49(x — 5) 49(x + 2) 343 x42 
1 1 x—1 
1290. — .———— — . 1291. x+In| ———— 1292. x + — lu — 
2022 — 3x + 2)? lx n 


1 1 ç 1 1 
— — arctg x. 1293. i1n|x—3 —n|x — 1| + — In (42 + 4 E 
3 32 | 1 20 ! | $3 {a + 4x + 5) + 
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7 1 (z+ 11 1 2«—1 
arctg (x + 2). 1294, — In arct; . 
+ 130 de ) 6 а +1 ya g ys 
2 2 
1295. — HANA otg DE 1296. Lp PERE 
42 з%— 2V2 +1 4 1— = 4 #2— z+ 1 
1 2-1 ж arctg x 25 — 1 
атсі . 1297. . 1298. 
* 2/3 g «үз 2(1 + x9) 2 - 2042 + 2x + 2) 
+2 5 2x 4-1 
+ arctg (х + 1). 1299. dnd Ier — агсі = 
ER җе ++ + зуу "уз 
EM -17 
ب + ی وا ا‎ + 1300. E REL Z In (a8 — 4 + 3 + Dante (s — 2). 
2 2022— 4245) 
1301. up = L In|z4- 1] 1 In (22 + 1) + arctg x. 
4(x + 1) G0 + 1) 2 4 
1302. З. arctg x T EE In azl . 1303. Ios sp 40r ey 
8 4(х% — 1) 16 xd 48(1 + 239 
15 x—3 
— arctg ж, 1304, ж — — — —————— — + 2 n (2% — 2x + 2) + arctg (x — 1). 
ê tg м 2+2 ( ) 8 ( ) 
1305, 7 (Bin 15º + 81 — Inja? +10). 1306, — Jiji impe t 
DEEE E LEN pues s +20 2 | 
2y5 2841475 Us = 4 х—4 x—2 
1308. À (2 m —--i--— 1309. de E 
3 x a 3-1 s—1 x—1 
1310. 112 In | 4? 4- 1|. Indicação. Fazer 1 = (4? + 1) — 4%. 1311. In | x] — 
1 I 1 1 xti 
= — ln] +1| + ———— . 1312. — arctg (ж + 1) — — arctg —— 
5 5(z5 + 1) 3 6 E 
133. — ti Dessous ld ce 
9(x — 1º 4(x — 18 7(z — 17 545 343 
— 13 _ 
= асв as msaysi [277 » +E, ‚|. 516. py — 
Ed 


— 5b V(ax 45). 1317. 2 arctg Vx + 1. 1318.6 fz — 3 Yx + 2 Vx- 6In(14Yx). 
1319. Ts ys - T Ye - + ys +2Vz —3Yyx —6 Yx —3п|1+ Vx | + 


= ¥ + 1 1 ۲ = 
+ 6 атс Vz. 1320. In (Уз 1—1] — 2 arctg? ara L 1321. 2/x — 
2+2+Yx +1 үз үз 


tec y. Ys — 1 1 
-2V2 ung 2. 1322. - rear 1328, س‎ (72) 4 y mir 


1 -+ +1 2 +1 2: 
+ VATT 1324. In etg. HE 
ا‎ 3 ey T yi үз а" 


з سر‎ 
onde zm Z+1 1325, J2 +3 ы mus. 25. y3—x41— 
x—1 x 4 
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ims 142/38 =). 1327, — SHIR t 3 yr, nos (Es А 


15 
1 dye. — 13453 1 

— I 3— (х +8۴1 . 1329. | — + —] Yx" 1 — — arcsen —» 
+ [7 Tx gne ҮТ + ғ) (5x + 5a) р: E Ж 


1330. = less Va + 22 — d arcsen - 
2(x + à 2 xd 
1 144 


—m[i— Ls R|. onde R= V3 —=x+1 1332 — iib rA 
2 2 Vis 
(24% — 1 YTF i 


1331. REI] x] + Û ım 4R - 


par zog d 
1 E +1+1 1 


1333. — — — arctg V a-* + 1. 1334, 
YF i—i 2 «v 34% 
EE 3 PSA 
1335, 1 EM у УЗ Lut 2 + Lados E YU. 1336, 1 s 
JO 242414 5 ys 8 x(2--23) 


3 3 
е ا‎ u “4 1338. sen a — + sent z. 1339. — cos z + É costa — 


3 5 
توو + س‎ x. 1340. — a . 1341. 1 сов? z: cost +. 
4 3 
2 
1342, 821% z sen. з. E == ==. 
sen* x 
1344, Z _ 801 45 узду, ے‎ sen 4 воп? 2 1346. 5 losen 6x + 
8 К 16 64 48 16 12 
X ends La бї: 1347. — ctg a — E, 1348. t „+2 аах + 
64 144 3 Р 3 Ë 
3 
Lego 1349. — SEX _ SE X ao tg zp ER 2 otg 24. 
5 3 5 s 3 
1 3 1 1 x 
1351, — ів? х + 3lnltg z] — — . 1352. ———— + 21n =j. 
2 24525 41545 n ws 
cos! — 
2 — 3 
зө. lo je | СЕБЕЛЕ an: a 
x sen 4x 3 sen 4x 3 T 
ln |t, . 1355. In 2x + — | 
+% [ež] 16 cost 4x 32 cost 4x +з; | ( 7) 


3 
1356. — tg 3a — я. 1357, — SEEE L im psen 2. 1358. — Í ctg? z + ctg z + zx. 
3 


š a 
1359. 29% 4 8% — 318% 4 За сов Z| + < ise ہے ےک‎ 
2 3 3 3 3 4 3 
3 
1361. — E ы . 1362. 2 Yeost z + I Y coi x _ = Vcosis x. 1363, 2Vtg x. 
4 
1 2 
1364. Jc SERES ¥2 ++ i E arctg ү? , onde z = Vtg x. 1365. . BRE. 
2⁄2 2—:/22-1 y2 2-1 16 
+ cos 2х . 1366. sen 25x Es sen 5x . 1367. 3 en 35 13 sen. *. 
4 50 10 6 
1368. 2 cos Ž — 1 сова. 1369. Sen Jas (20082 ¡379 toos sen Qut + q), 
2 3 2 4a 2 2 4o 
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1371 Sem | воп dr o oen e ووو‎ e a id queda 
2 20 28 24 16 8 
2+tgL ; 
1373. Lin 2 |. 1374. Ма 1375. x — tg À. 
x vz 2 8 
2 — 
2 
t-35 
1376. — x tg x + secx. 1377. № | ——À—— |. 1378. arctg (1 +tg 3) š 
tg Lag Е 
2 
1379. £ s- z In [2 sen z + 3 cos x|. Solução. Fazemos 3 sen x + 2 cos x = 
13 


= «(2 sen x + 3 cos x) + B(2 sen x + 3 cos x)". Donde 20 — 38 = 3, Ju + 28 = 2 


¿potato que 14. EPIRI Temos | rom gy ú dx 
13 13 2 sen x + 3 cos x 13 
= (2 sen x + 3 cos л) dx 12 x 5 In | 2 sen x + 3 cos ж]. 
13 2 sen x + 3 cos x 13 13 


1380. — In | cos x — sen xj. 1381, les ( ut ) Indicação. Dividir o numera- 


( V3 tgx 


dor e o denominador por cos? x. 1382. — arctg ys 
5 


¥15 
2 tg x + 3 — VÚ 


) . Indicacdo. Ver o 


problema 1381. 1383. I In . Indicação, Ver o problema 1381. 


VB |2tg x + 3 4- V3 
1384. Lin | 3 7 5 | Indicação. Ver o problema 1381. 1385. — 1 , 
5 tg z 2(1 — cos x)? 
1386. In (1 + sent). 1387. —L In EE ch nen 2%. 1388, L ш ت‎ 
2y2 YZ — sen 2x 4 1—senx 
š 2tg%-1 i 3 tg z -1 
1389. arctg — arctg = . Indicação. Utilizar a iden- 
y3 y3 ya 2y2 
tidade 1 = 1 — L . 1390. — 4 + 
(2 — sen x) (3 — sen x) 2 — sen x 3 — sen £ 
«2 
+2 m| — |. Indicação. Utilizar a identidade “2% + 08% |, 
z 1 + sen x — cos x 
tg 2 41 
3 
A ا‎ 1391. A ir 1392. З= „жейде y 
1 + sen x — cos x 3 8 4 
senh 4# sen h* x x , sen h 4x x 
. 1393. . 1394, — Ž tgh À 
+ 3 4 gr z o 1395. In | tgh — + 
* a 
L 1396. — 2ctgh 2 z. 1397. In (cos h z) — BZ 


. 1398. x ctg hx — 
cosh x 
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x 
з 2 3 tgh 2 +2 2 
— Agra 1399. E . —— arci j 2 E (ou eres es) ` 
3 ¥5 ڪڪ‎ = ys 
үз 
3 
1401. Su sen h2* я Indicação. Utilizar a identidade 
2 4 2 


—1 
senh x — cosh x 
1403. 241/52 i y 2 arcsen 

2 


= sen h z + cos А x. 1402. — —— In (V2 cos h z + Ycos h 2a). 


xcd 


А 1404, 7 VZ T Z+ In (z + Y2 + 20). 


1405. Ž VS Ys om (к 93 3. 1486.77 ya 2r F2 + A 
2 


ET 
«yx 25 + 2. 1407. É Y33 C4 — 2 In | x + FFF — 4|. мов, 277 (ТЕЕ 
2 
— l | 2x + 142V F x| 1409. zi VADG>7-8n|s-3+ 
8 


EE a as — [29 
+ yx 6x — 7. M10 È (2x + 1) (822 + 8x + 17) Ver aki сеш +14 


——— = —1 1 xy2 
+2 + x +1). 1411.2 . 1412. —— Q 1413. — arctg E 
= IAEA AC yz Vi— š 
К 2 
мм. rara | aas 2 Seas as зе + i] 
JEZERA 2 2 
1 X cos 3x sen 3x 
1416. — 4 aen to i co Gy aen бх |. 1417. — ———— 
a 2 6 36 ) ç t 18 T 
a 
picos sens adag É 2 — sen2x — cos22). 1419. — [280827 90825 _ 
2 8 2 5 
4 sen 4x + cos 4x 


et 
. 1420. x(sen x + cos ж) — sen x] 1421. — — 
= J t ) 1 Lg 


+ me E mne + 1422. x — In (2 + e* --2 Y + x + 1). 
1+* ` 


1 ғ 


1423. i P ln + In (1 2) + »| . M24. х2 (z + V1 + 2) — 
3 


Run == 2 
—2y1T # In (х + ¥1 + 24 27. 1425. (== 109 ) arccos (5# — 2) — 
AAA, 1426. sen оов y — 008 £ sem ha p= 
00 2 
1 x 1 x 1 x 
+ (2n — 3) 1, ; h = — — arctg — |; 
2(n —1) а? [ (22 — agr hi; * 2a a+ at a a 
1 [ x(322 + 593 3 x cos z sen” iy n=l 
1, arc . 1428. Г, Ina 
` Ja Ez + a?) + id Al г i n e n e 
3x cos x sen? x 3 sen 2x cos x sen £ 4 
I, = _ mo — cos x sen? x — 
8 4 16 5 15 
— 28% cos x. 1429. T, seny + zz Ins h= SA 
15 {n — 1) cosn-1 + n—1 2 cos? x 
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* 2 4 3 cos? x 


rere Ls LIS 1430. 1, = — gne + 
ona: ho=— eo + 109 4.10959 +... + 10-9-8.. 2x + 10-9... 1). 


1431. i arctg B » 1432. In 3 —2z T 2 — 4 arctg (s — 1). 
yu y? 
(к — 12 Del 1 E 
1433. — —— In [3? -- x + — arctg 2x + 1). 1434. — In . 
2 + 4 E E t ). 5 = +5 
1435. 213] 443 аан 


1 436 ;( J 
+2 +2 +3 2 Va +1 x41 
1437. l d + i: arctg xj. 1438. 1 25 + »| icd ) 

2342 yz y» 4l 1-3 ж— 1 
1439. 1+2 SEC ou, 2 arctg 1 1440, 26120) 
6(A=x4 19 6 ax +1° 3/3 y3 1-2Y7 


14, A шала E 1443. V2x — 
2 


3 453 3 2x—1 == 
— À VQ. 1444. . 1445, . 1446. — 20/5 — x — 13 — 
s Ж Yx+ 1 y1333—2x + 1 d 


— 4% 
‚мав. — 1 || 1—7 
И 1 2 {1+ 


1449, Larsen DEL so *—1 мӱ a, 
2 vz VA 8 


1 1 1 1 
агсзеп - Indicação. == [oo — o. 
83 z+ 4 ES A+ dx 4 ( ) 


1452. cM S- ls + Vala. 1453. ue VTA + 


= Ain (1-7 15— 2). 1447. In |x + V — 1| — 


x 


(124 2x--2)V 4+2 t2. 
1424 2V + +1 


3 


+ 1 arçsen (8x— 1). 1454. In 
64 


| 1455. 


— Sea HUN € نت‎ 
E ES In (x + 1 + VRF 2x 2). 1456, зы 
pss 3 
ME s 
Заз vilas! 


+2 + 1) DEN onde z yz 
үз ҮЗ * 


sen 2x , sen 4x 


4 + 


VI 2-1 


1458. — 1 m|z— 1f + Lin + 
3 6 


. 1459, > In (42 + VT + x$). 


1460, Ep (MEL In | tg x] cgi тоши. 1462. — ctg x — 


_ GEA 


3 . 1463. 5 (cos? x — 6) cost x. 1464. cos 52 é cos Эу 


20 senî 3z 40 sent 3z T 


1466. 1 sen 2x. 1467. «(5 + 2) + 
4 


5x tg?x ter 
tj . 1465. 
£ z] pup 


3 
in 
T 40 


4tg%-1 
+ 2 In] cos 
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1470. arctg (2tg x +1). 1471. ner sec х | - 3-9 4. 1472. 
x x 
ют 1 Ez د‎ 
— arctg —]— arctg — |. 1473. In | tg x +2 +Ytgt z + 4tg +t 
y3 y3 y2 ya 


— a 
1474. Û 1а (sen ax + Val senî az). 1475. += tg Зя + 1m]cos3x]. 1476. É — 
a R 9 4 


3 ds 
zsen2x cos 22 m 1,1 1478. É (x — 1). 1479. mn y1T—z— 
4 8 3 4 3 
3 — ڪڪ‎ 
hiz — 1| ы р-а Ž 1480. Y Ux 23 arctg x — In(x +VT+ 33. 
8 2 2 
1481. 1. зеп E ьа 351 КИН 7 1__. 1483. In| 1 + 
3 2 10 2 2 2 1 + tg x 


2 نات‎ 
+ ctg x] сід + 1484, SEI. 1485. — 2 cos h 1 Z. 1486. L In cos h 2x. 
4 


1487. —x ctgha+In|senhz). 1488. — — Ž + Lomjer 2], 1480. 1 arctg Ê. 
28 4 4 2 2 
4m ivu— 1, |ї+ 22 10-97 
1490. > Ye + 17 ÚNETE 1491. — In . 1492, — — — 2—1 + 
7 | 3 V ? in4 — 2* 2n 10 
pe 
+— +=): 1493. 2/2 FT P 1 — loas UN 
In Ю 21n 10 VET TS 1 via; 
EA quos, iem lei wi. 1496. 2 (cos In x + 
4 4 x 3 2 


+ sen ln x). 1497. h” cos 5x + LL 3x cos 5x + 2. cos 5x — 
3 1 3 x 
e Sr}. мов (x? — 2) arctg Qro pera An E GES t 

4 


1499, Rd ¡CS EES 2] arcsen Vx. — 1500. ala 
2 2 2 


Capítulo V 


2 | 


1501. b — a. 1502. T + g E . 1503. 3. 1504. - 1505. 156. Indicação, Dividi- 
2 


In 2 
mos o segmentodo eixo OX, desde x= 1 até x = 5, em partes tais, que as 
abscissas dos pontos de divisão formem uma progressão geométrica: хо = lox = 


== Xog, xy = AJÍ, Xa = Zog". 1506. In ы Indicação. Ver o problema 1505. 


a 
1507, 1— соѕ х. Indicação. Utilizar a fórmula sena + sen 2x +... + senna = 
= £ cos 5 )و‎ + + «|. 1508. y so y 1 1509. ins. 
a 2 2 da laa db ind 


2sen— 
2 
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1 


1510. — VI- 3. 1511. 220%! —e*. 


. 1513, x = nm(n = 
ET 


= 1,2, 3,..). 1514. In 2. 1515. — + 1516. e*—e*=2 sen h x. 1517, sen x. 1518.1 . 
2 


n—l 
n? 


Solução. A soma PE ل ب + ےول‎ pode 
n? 3 nin п n 
ser considerada como soma integral para a função f(x) = x no segmento [0, 1]. Por 
1 
1 1 


isso lim sp == w EE 1519. In 2. Solução. A soma sy = —— + Tec 
no 2 n+1 n+2 
0 
1 1 1 1 1 Р 
+ == + Teck pode ser considerada como soma 
s+ "|l, Loa. 2 2 
п п п 
integral para a função f(x) = L no segmento (0, 1], onde os pontos da divisão 
x 


1 


têm a forma xy = É (В = 1, 2,..., n). Por isso, lim ss 4 d* 2, 1520, —. 
n 100 l+ p+1 


0 

1521, Z. 1522.199 = 33 1, 1523.7. Z, 524. É. 1525. — 2. 1526. ihi 1527.102. 
з 3 3 3 3 8 

1528. 35 L — 32 In 3. 1529. arctg 3 — arctg 2 = arctg Û. 1530. In E 131. E. 
15 7 3 16 

132. 1— —L 1833. E. 1534. E. 1535. Lin LE. 1536. Z L. 1537.2. 
ys 4 6 3 2 8"4 3 

1538. 1n 2. 1539. 1— cos 1. 1540. 0. 1541, ty 1542. arctge— E. 
4 


uj 
1545. — — 
2 t 


1543. wanie (+=) 1544. tgh (In 3) — teh (n2) = + 
e 


+2 sen h 2r. 1546. 2. 1547. Diverge. зев. ——, se p< 1; diverge se p > 1. 
4 =P 


1549. Diverge. 1550. = 1551. Diverge. 1552, 1. 1553. 1 1 se p > 1; diverge se 


p< 1. 1554. л. 1555.——. 1556. Diverge. 1557. Diverge. 1558. de. 1559. Diverge. 
ys йа 2 
1560. —L-. 1561. Diverge. 1562. L. 1563. T, 1564. iti 1n 3. 1565. —— 
Ina k 8 m 


1566. Diverge. 1567. Converge. 1568. Diverge. 1569. Duna 1570. Converge. 
1571. Converge. 1572. Diverge. 1573. Converge. 1574. Indicação. B(p, q) = 
1/2 1 
= po dz + po dz, onde f(x) = sP-1— Pl; já que lim Қа) ж? = 
0 
0 ` 12 | ud 
= telim (1 — x)!-4f(x) = 1, então ambas as integrais são convergentes quando 
251 
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1—p<1e 1— gq < 1, isto é quando û > 0 e ç > 0. 1575. Indicação. T(p) = 
1 © 

= { а) da + í fla) dx, onde f(x) = «P-1-*, A primeira integral é convergente 
1 


2 
para 2>0,a segunda, para qualquer p. 1576. Não. 1577. aif Vt dt. 
t 


т 
2 In3 c 
dt і 
ise. | ==>. 1579. f di. 1580. ( ferte д y 1581. x = (b — at + a. 
Vi + senš z. 1+ 
т la 2 E $ 
6 


. 1585. 2. 1586, 


т 
Y5 2¥1 + at. 
In 112. 1591.1n GET. 


1582. 4— 21n 3. 1583. 8— —— m. 1584.2— E 
2/3 2 
1587. 1-5 1588. V3 a 1589. 4 — л. 1590. 1 


3 2 
1592.1 4. 7, 1593. TÊ, 1594, 7. 1599. E — 1. 1600.1. 1601, 242, 
24 8 2 2 8 


1602. iea 1. 1603. 1. 1604, —* b 


- 1605. 
ab а? + dê 


1606. Solução. F(p + 1) = 


© 
=( aPe-* dx. Utilizando a fórmula de integração por partes, fazemos x? = w, 
Š : 


e`? dx = dv. Dai, 
du = рх?-1 dx, v = — 6-2, 


© 
e 
Tp + 1) = [~ Pe] + 2! 497677 dy = pY(p) e) 
° 
E h 
Se p é um número natural, utilizando a fórmula (*) p vezes e tendo-se em conta que 


© 
Г(1) = | as 1, 
0 


obtemos: T(p + 1) = р! 
1:3-5.. (2k — 1) x 
2-4-6...2k 
2:4-6...2k 
, зе п 
1:3:5.. (25 + 1) 


1607. Ly 


+ Se п = 2k, número par; 


Logs 2k + 1, número impar. 


1608, ADE — D! 
+g- HY! 


. 1609. 1 B Ë t pue + ) Indicação. Fazer sen? x = t. 
2 2 B 
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1610. a) Mais; b) menos; c) mais. Indicação. Construir o gráfico da função subintegra 
para os valores do argumento no segmento de integração. 1611. a) O primeiro; 
3 


b) o segundo; c) o primeiro. 1612. +. 1613. a. 1614. z 1615. =. 1616. 2arcsen a . 
3 

1617. 2 < I < V5. 1618,2 < I < 2. 1619. 2 к <I <A п. 1620. 0 <1 <". 
9 7 13 7 32 

- 1 vz 

Indicação. A função subintegral cresce monotonamente. 1621. 3*1! < = 

1623. ғ = z. 1624. 1. 1625. i. Indicação. Ter em conta o sinal da função. 


1626. 41 . 1627. 2. 1628. іа 2. 1629. m*1n 3. 1630. ха?. 1631. 12. 1632. a p. 
4 3 


1633. 41. 1634. 10 2. 1635. 4. 1636, 3 = 1637. 5 — — 1638. e + — — 2(cosh 1— 
2 3 3 2 3 


— 1). 1639. ab(23 — In (2 + V3). DES. Indicação. Ver o apêndice VI. 


fig. 27. 1641. 2ate!, 1642. La, 1643. 15 л. 1644. — 2 ? in 3. 1645. 1. 1646. 3ma?. 
3 


Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 23, 1647. afz + 5) Indicação. Ver о арёп- 


dice VI, fig. 24. 1648. 2n +1 е бк — 1. 1649, Én „ФУ, «+4. 
3 3 3 3 
8 


1650 T ab. 1651. 3та%. 1652. (b? + 2 ab). 1653. 6ra?. 1654. E af, Indicação. 
Para o laço o parámetro ¢ varia entre os limites 0 < t < + об. Ver o apéndice VI, 


fig. 22, 1655. ie Indicação. Ver o apéndice VI, fig. 28. 1656. Sra". Indicação. 


i " ral ra? 
Ver o apéndice VI, fig. 30. 1657. 836 1658. a?. 1659. —. Indicação. Ver о apèn- 
5 4 


dice УІ, fig. 33. 1660. it 1661. ua ай, 1662. EE. a 1663, «(= TT 


(1 gni 
+ z) . 1664. лү2. Indicação. Passar às coordenadas polares. 
1665. = — = оул — 1). 1666. JAF — al, Indicação. Utilizar à fórmula cos ht a —sen hê @ = 


= 1. 1667. ¥2 + In (1 + VD. 1668. Vi + ë — V2 qu EX OO EM 


1669. 1+5 >. 1670. ш (e + V — D. 1671. ta (2 + V3). 1672. — (+ De 


TN q 
1673. ama. 1674. 2ay3. 1675. 1 Lp rp = ip sbb 


- 1676. E aT. 
— tł sen h a 2 
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Indicação. Ver o apêndice V1, fig. 29. 1677. — 1678. 16а. 1679. та Y 14 dri + 


Tun VIT 419). 1680. 8а. 1681. 2a[Y2 + in (J2 + 1)]. 1682. B. 
3+/5 a¥1 + mî 1 та? 4 1 
a= mo 1684. 7 [f + n3). 1685. vo 1686. - rab. 


1687, = (e + 4 — e. 1688, i mê 1689. v, = E. 1690. vy = 
4 


+ 1 . 1683. 


т. 1691, vg = 


“ufa 


=Z; vy = 2n. 1692, 1670 1693, 2? шл, 1694. $ крэ. 1695. Э. x. 1696. TE 15- 
2 5 15 3 10 2 

— 16142). 1697. 2nta?. 1698. Ez 1699. = mhia. 1701. a) Srta; b) Gra; 
3 

с) TE (ou — 16). 1702. 2 жаз, 1703. È лаз. 1704. À лаз. 1705. d (42 + 
6 105 3 21 3 

42b t 9P + ш). 1706, Ê, 1707, 128 aa, 1708. Š natb. 1709. l nath. 

2 3 105 3 2 


a — 
1710. Za, 1711. ma? Урд. 1712. s: + =) 1713. É nabo. 1714. E yin. 


= p; z maN5V/5 — 8). 1715. 2n(VZ + In (024 Dj. 1716. z(V5 — у) + 


+ UAE ур, sz + (1 + VE. 1718, Fa e TI (2 + 
y541 1 2 


+ sen h2). 1719. ue. 1720. 5 (e — D + е + 4). 1721. 4rtab. Indicação. 


Temos у = b + Vaf #3. Tomando o sinal positivo, obtemos a superfície externa 
do toro, enquanto que com o sinal negativo obtém-se a superfície interna do mesmo. 


Ya 
1722. 1) 270 + 2 arcsen є; 2) 2ra? + = in i t z, onde є = ы 2 b (excen- 
64ra? 32 128 


tricidade da elípse). 1723. a) 


; b) 16 mat; c) — mat. 1724. s ma. 
3 


1725. 2ma(2 — VŽ. 1726. T na 1727. Mx = 5 үа rd; My сз ЕЙ. 


2 3 
1728. M, = T mE. 1729. Mx = My ==: B= = s, 1730. My = 
ےد ووب دد‎ mine 1932 4-0; p= 2 2130082, 
5 5 4 senh 1 
1733. = B®, 50, 174. теста; go 1а. 1735. в = 12р Ê. 
a 3 E n 


1736. 2-gp- E ‚ 1737. Z = па: y= FE 1738. (0; 0; &). Solução. Dividimos 
2 i 


o hemisfério em zonas esféricas elementares, de área do, por meio de planos 
horizontais. Temos do = 2xa dz, onde dz é a altura da zona. Donde: 
а 
2n az de 
9 a 
= ——— .س‎ 
2 


2na* 


28—5129 
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Por força da simetria Z = y = 0. 1739. A distância de 3/4 da altura, a partir do vér- 
tice do cone. Solução. Dividimos o cone em elementos por meio de planos paralelos 
à base. A massa de cada camada elementar será dm = ynp*dz, onde y é a densidade, 


z é a distância desde o plano secante até o vértice do cone, p — É z. Donde 
h 


La 
т f Lnd 
hz 3 3 B 
¿=> ==— В. 1740. |0; 0; — a |. Solução. Por simetria Z = 9 = 0. 
1 8 
— nr?h 
Para determinar š dividimos o hemisfério em camadas elementares por meio de 
planos paralelos ao plano horizontal. A massa de cada uma destas camadas ele- 
mentares será dm = yn»? dz, onde y é a densidade, z a distância entre o plano 


secante e a base do hemisfério e r = Va? — z?, o raio da seção. Temos: 


ml (a? — z?) z dz 
| 


= 5 а. 1741, 1 = ma, 1742, Iq = E abs; Ip = 
2 8 3 


2 паз 


ml дз. 1743. Г = 2 м. 1744. 1„ = Û таза; Ip = L nab. 1745.1 = авф 
3 15 4 4 2 


— R$). Solução, Dividimos o anel em aneis elementares concêntricos. A masia de 
a 


um destes elementos será dm = y - 277 dr e o momento de inércia 7 = zf rdr = 
n 


=+ m(Ri— R$); (ү = D. 1746. I = m nRtHy. Solução. Dividimos o cone em uma 


série de tubos cilíndricos elementares, paralelos ao eixo do cone. O volume de um 
destes tubos elementares será dV = 2m*h dr, onde r é o raio do tubo (isto é, a 


distância até o eixo do cone), А = al — H é a altura do tubo; neste caso o 


Ra, 
momento de inércia é I= yf |: H т dr = x= Н. onde y é a densidade 


do сопе. 1747. І = 2 Ма?. Solução. Dividimos a esfera em uma série de tubos 
5º 


cilíndricos elementares, cujos eixos sejam o diámetro dado. O volume elementar será 
гу 

dV = 2xrh dr, onde ғ é o raio do tubo e ñ = 2a ү: — = sua altura. Neste caso, o 

momento de inércia será 


onde y é a densidade da esfera e como a massa M = 5 naty, teremos que T = 


= Me. 1748. V = 27242; 5 = 4n*ab. 1749. g2=p= Žan 2=у= р. 
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1750. a) 2 = 0, 9 = 5 pam Indicação. Os eixos das coordenadas são escolhidos de 


a 


tal forma, que o eixo OX coincide com o diâmetro e a origem das coordenadas 
com o centro do círculo; b) Z = LA Solução. O volume do corpo que é um cone 
3 


duplo formado pela rotação de um triângulo em torno de sua base, é igual a V = 
= 2 xbh3, onde b é a base e В, a altura do triângulo. Pelo teorema de Guldin este 


mesmo volume V = 2x£ e bh, onde E é a distância do centro de gravidade à base. 
2 


: a 2 2 
Dai ж = Ё. 1751. vt — Č. 1752. Emfr+ m]. 1753, z = sen ot; umaq = 
3 2 2g a o 
= 2 Vo. 1754. S= 104m. 1755. v = a In = г k= 4 Ё — (a 
т b a — bt ba 


bt) ln а | 1756. A = TY. RH, Indicação. A força elementar (a gravidade) 
a— bh, 2 


é igual ao peso da água de uma camada de espessura dx, isto é, dF = үпЕ? dx, onde 
y é o peso da unidade de volume de água. Portanto, o trabalho elementar da força 


é dA = qu R*(H — х) dx, onde x é o nível da água. 1757. A = pum. 1758. 4 = 


= SA RTM x 0,79 - 10% = 0,79 - 10° kgf · т. 1759. А = vn OH. 1760, A = 


h 
= Mo да = mgR. Solução. A força que atua sobre o corpo de massa m é igual 
1+ — 
R 
mM " š 
a F=h zt onde y é a distância até o centro da Terra. Como para += R, 
r 
temos que F= mg, então kM =gR?. O trabalho procurado terá а forma 
Rih 
M 
A Í K mM amm LL] 2 Quando в = co, temos que 
y R R+h h б 
R l+—. 
R 


А = mgR. .1761. 1,8: 10% erg. Solução. A força de interação das cargas será 


Е = эч din. Portanto, o trabalho necessário para transportar a carga edo ponto 4, 
E ` 
Жа 
ao ponto x, será: А = ege Ы tor do kl 1,8- 10! erg. 1762. 4 = 
a A Z 


a 
= 800 mln 2 kgf -m. Solução. Para o processo isotérmico pu = фу O trabalho 
realizado na expansão do gás desde o volume v, até o volume v, é igual a 

m 
i 
А = | م‎ dv = fg, 1n — + 
Y, 


° 
v. 


28* 
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1763. A z 15000 kgf. m. Solução. Para o processo adiabático é válida a lei de 
Poisson pot = фер}, onde А % 1,4. Donde 


LA 


1764. 4 = HC Pa. Solução. Se a é o raio da base do eixo, a pressão sobre a uni- 


dade de superfície de apoio será p = ra A força de atrito deum anel de largura 
ra 


2uP 
dr que se encontre à distáncia r do centro, será iguala = rdr. O trabalho da força 
a 
n Au P 
de atrito sobre este anel durante uma revolução completa é dA = — A dr. 
а 


gue a dr = Û xp Pa. 1765, + M Roy, Solução. 
3 


а? 


Pelo qual o trabalho total é A = 


° 
vtdm 


ü С 
A energia cinética de um elemento do disco dK = im s da, onde do = 


= 2nr dr é o elemento de superfície; ғ, sua distância ao eixo de rotação; р, 
2 
Ма? , do, Donde 


a densidade superficial] p= M s Desta forma, dK = 
TR? 2m. 
R 


2 9632 
K= та |a EE 1766. к-2 MR'eh 1767. К - Ro! = 2,3х 


° 
X 10º kgfm. Indicação. A quantidade de trabalho necessário é igual à reserva de 


2 2 
energia cinética. 1768. p — =. 1769. P— erm x 1,3: 1097, 1770. P= 


3, 
= abynh, 1771. Р REX (componente vertical dirigida de baixo para cima). 
1772. 533 а. g. 1773. 99,8 cal. 1774. М = MP et ` cm. 1775, iMm. {k é a cons- 
3 2 a(a + 1) 


а 
A 2 
tante da gravidade). 1776, ÊÊ. solução. Q = { v- 2nr dr = a) (at-r)rdr= 
É EM аш 
0 


0 


Indicagáo. Dirigir o 


—2ul 2 4] ш 


eixo das abscissas рага o lado maior, inferior, do retângulo e o eixo das ordenadas 
А 


perpendicularmente a este, em sua parte média. 1778. Solução. 5 — I gs de outro 


2b 
2 = не. 1777. Q f ray 2, 
3 
0 


a 
vi 


lado, = = а, donde, dt = A. dv, portanto, o tempo necessário para embalar 
4 a 
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dv Q Q Q ep 
€ 1 (P es 1779. uM |2 وم‎ + zol fa- É 
iMt 3 Egas a о [+ |+ 
ч ° x 
+2 = [- Hi 1780. M= (Bahasa TT no 


0 
1781. Q = 0,12 TRI cal. Indicação. Utilizar a lei de Joule-Lenz. 


Capítulo VI 


1782. V= io — ай) z. 1783, S= fe» VA FE y 1784. (i 3) = 


E a >= Ж 2, 
ux. fü; —0)--—2. 1785, IA 2-2, 5-5. My 
2xy, 2xy, 


dy EA E . 1788. = 
1786. fla, 4) = 1 + x — 42, 1787. 2 = p Ha) 


Representar a função dada na forma (±) he «Vp + E + 1 € substituir + 


por x. 1789. f(x, y) = ==. Solução. Designamos + + y = u, 4— y = v. Então 


= — sy: SS 
“+. ow v и — v щш =» р. 2 
2 2 2 
mente trocar a denominação dos argumentos и e v em z e y. 1790. f(u) = и? + 2u; 
z = x — 1 + Vy. Indicação. Na identidade x = 1 + f(Vz — 1) fazemos Vx — 1 s= 
= u; então ж = (s + 1) e portanto, f(u) = и? + 24. 1791. f(y) = VIT; 


z= = Yx* + y’. Solução. Quando x = 1 temos a identidade ¥1 + y?= 1 uH , 
x 


isto 6, Ду) = VIE. Então 2) y: [+] P Ai go ME | Vay. 


1792, a) Circulo unidade, com centro na origem das coordenadas, incluída a 
circunferência (a? + y? < 1); b) a bissetriz y = x dos I e III ângulos coordenados; 

с) semiplano situado sobre a reta x + y = 0 (x + y > 0); d) faixa compreendida 
entre as retas y = + 1, incluíndo estas retas (— 1 < y < 1); e) quadrado formado 
pelos segmentos das retas х = + 1 e y = + 1, incluídos seus lados (— 1 < x < 1, 
—1< у < 1); f) parte do plano adjacente ao eixo OX e compreendida entre as re- 
tas y = + x, incluíndo estas retas e escluindo a origem das coordenadas (—r<y<+ 
quando x > 0, x < y < —x quando z« 0); g) duas faixas x 22, —2 < y < 2 
€ #4 —2, —2 < y < 2; h) anel compreendido entre as circunferências 2? + 
+ ر‎ = а? e 22 + у? = 242, incluida a fronteira; i) as faixas 2nm < x < (2n + lx, 
y > 0 e (2n + ljr < x < 2r + 2)л, y < 0, onde é um número inteiro; j) a parte 
do plano situada por cima da parábola y = — a?(x* + y > 0); I) todo o plano XOY; 
m) todo o plano XOY, menos a origem das coordenadas; n) a parte do plano, situada 
por cima da parábola y* = x e a direita do eixo OY, inclusive os pontos do eixo OY 
e excluindo os da parábola (x > 0, y >¥: o) todo o plano, menos os pontos das 
retas x = 1 e y = 0; p) a família de aneis concêntricos 2rk < х? + у? < т(2А + 1) 
(k = 0, 1, 2, ...). 1793. а) I octante (incluíndo a fronteira); b) I, III, VI e VIII octan- 
tes (menos а fronteira); с) um cubo, limitado pelos planos x = + 1, у = Llez= 
= 1, incluídas suas faces; d) uma esfera de raio 1 com centro na ongem das coorde- 
nadas, incluída sua superfície. 1794. a) Um plano; as linhas de nível são retas, para- 


+ 


x= V. fu, v) = 


› у = 
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lelas à reta x + y = 0; b) um parabolóide de revolução; as linhas de nível são сіг- 
culos concêntricos cujo centro está situado na origem das coordenadas; c) parabo- 
lóide hiperbólica; as linhas de nível são hipérboles equiláteras; d) um cone de 24 
ordem; as linhas de nível são hipérboles equiláteras; e) cilindro parabólico, cujas 
geratrizes são paralelas à reta x + y + 1 = 0; as linhas de nível são retas paralelas ; 
f) superfície lateral de uma pirâmide quadrangular; as linhas de nível são contornos 
de quadrados; g) as linhas de nível são parábolas y = Cx?; h) as linhas de nível são 
parábolas y = Сүх; i) as linhas de nível são circunferências C(x? + у?) = 25. 1795. 
a) Parábolas y = C — x*(C > 0); b) hipérboles xy = С (|C|< 1); c) circunferências 
al + y? = С°; d) retas y = az + C; e) retas y = Cx (x Æ 0). 1796. a) Planos para- 
lelos ao plano x + y + z = 0; b) esferas concêntricas, cujo centro está na origem das 
coordenadas; c) quando u > 0, hiperbolóides de revolução de uma folha em torno do 
eixo OZ; quando u < 0, hiperbolóides de revolução de duas folhas, em torno do mes- 
mo eixo; ambas as famílias de superfícies estão divididas pelo cone 1? + y? — 22 = 
== 0 (4 = 0). 1797. a) 0; b) 0; c) 2; d) e; e) não existe o limite; f) não existe o limi- 
te. Indicacáo. No ponto b) passar às coordenadas polares. Nos pontos e) e f) exami- 
nar as variações de x e y ao longo das retas y = kx e demonstrar que a expressão 
dada pode tender a limites diferentes, que dependem do valor de k escolhido. 1798. 
Contínua. 1799. a) Ponto de descontinuidade quando x = 0e y = 0; b) todos os pontos 
da reta x = y (linha de descontinuidade) ; c) a linha de descontinuidade é a circunferência 
42 + y? = 1; 4) as linhas de descontinuidade são os eixos das coordenadas. 1800. In- 
2xy, 
№ + у 
contínua em todas as partes, já que quando y, # 0 o denominador é 4? + y? £ 0, ачал: 
A 
yt 
contínua em todas as partes. Pelo conjunto das variáveis х e y, a função z tem uma 


descontinuidade no ponto (0, 0), já que não existe o lim z. De fato, passando a coor- 
x20 


dicação. Fazendo у = y, = const, obtemos a função q,(z) = , que é 


to y, = 0,p,(x) = 0. Analogamente, quando x = x, =const a função py(y) = 


y>0 
denadas polares (x = + cos g, y = r sen g), obtemos г = sen 2 g, donde se vé que se 
х» 0 e y— 0, de maneira que q = const (0 < q < 21), então z — sen 2p. Como 
estes valores extremos da função z dependem da direção de q, z não tem limite 


quando x--0 e y>0, 1801, Ж Hs? — ay), 2108 3(9? — ax). 1802 — a 
x ду | dx 
es Жш E: E SP Дз мүш. дк. 
(х + y? ду (z + y Әх а ду х дх 
ЕСД БЕСНИ. БУХ ao 1805. ez y 0: _ ху 
= و 3 + — سس و‎ = — . 
Үл? — уі ay Vz у? ôx (2 + yapa dy (a + 2ر‎ 
1806. E = A A y 0 сы 3 fr. 
dx VEF ду vira Yx y dx z? + уа ay 
y 
sen— 
st 1808, fai E әш, 1800, 7, “ооа, کا‎ 
A + у? dx 8y ox x ж Oy 
y 
sen Ż 
ad; РЎ У 1610, E = жуз ۷23 — 2i y e ے ے‎ VEV 2 
x x ôx 17 I (25 — у) ду برا‎ (t — y) 
д 1 x+a Oz x+a PES du 
1811. = — “tg 1 === ctg . 1812. уху), 
dx Vy Vy ð ууу ` Yy dx 


Br = xx, Qu = (zy) in (zy). 1813. 2x yz а z, ОМ. 29У In z, qu = 
dy e: ёх ду дг 
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= yy, 1814, f¿(2, 1) = I4. 1) = 0. 1815. /2(1: 2; 0) = 1, /(1; 2; 0) = i 


H x y 
‚ (1,2,0) = Š. 1820. — . 1821. r. 1826, г = arctg É + q(a). 
Ll ) 2 "nm x 9G) 
à 
1827. z= E + ytln z + sen y L. 1828. 1) tg & = 4, tg B = co, E 
2 
1 08 1,08 1,881 
2) ti = oo, tg В = 4, t . 1829. = h, == h, = — (a + b). 
ne ERA E da 239 2 0 2 T 


1830. Indicação. Comprovar que a função é igual a zero em todo o eixo OX e em 
todo o eixo OY e empregar a definição das Werivadas parciais. Conv: 


r-se de que 


+ 2441 + 2446: “Ay; df = 


ДО, 0) = 3200, 0) = 0. 11831. Af = 4Ах + 
Dada + dy; a) Af— vog А 062.13 4F 


+52 — а) ду. 1834. de = 2ху%йх + 32%y1 dy. 183 


"a a 
1836. de = sen 2x dx — sen 2y dy. 1837. dz = yal dx + (1 + y In 2) dy. 


de + y dy). 1839. df= 


1838. d: (+ == | 1840, dz = 0. 
№ + у x+y y 
1841, di — 2. (г m a) 1842. df(l, 1) = dx — 24у. 1843. du = 
2y x 
зеп — 
x 
= уг dx + ex dy + жу dz. 1844. aa (xdx + y dy + 2 dz). 


хү 1 1 x 
1845. du — (> + 7) [6 + 5) z dx + (1 — 5) xa dy + (> + z) in (> + 
» Le y. y 


+2)a|. 1846. du = — (уйк + x dy — ZL do). 1847. df(3, 4, 5) = 
y ху? + 2% 2 


=> (5 dr — 34х — 44у). 1848. di = 0,062 cm; Ai = 0,065 cm. 1849. 75 em? (em 


relação às dimensões interiores). 1850. i cm. Indicação. Fazer com que a diferencial 


de área do setor seja iguala zero e daí achar a diferencial do raio. 1851. a) 1,00; 
b) 4,998; c) 0,273. 1853. Com precisão de até 4 m (mais exatamente 4,25 m). 


— Ta ‘tint — 
1854, х BL 1855, da = À (dy sena dx sen a). | 1856. ur. e imp ME. 
ҮШ Р dt tn? f. 
2 ter (m 
1857. 94 5 Logo E) 1858. E зале EL Met (Ёш, 
dt Vy Vy 2у% dt f cost, 
1859. E = 0. 1860. Le (sen 2) (cos x ctg x — sen + In sen x). 1861. P: = 
t x 
= 0, 8.11 aw 08 ули, йс efe In x + 2]. 
х* + у? dx 14 z ex dx х 
ёг А A ez ` "P de 
1863. — = 2xfq(w, v) + ye?Ufo(u v) : ^ — 2yfulu, v) + xef g(t, v). 1864. ЕТ - 
: hu 


x у 
= 0, dE = 1865. de %:- (o +2): z (нл + 2): 
ev dx a x dy х x 
de a fits y.) ert fe yn fin y, DP + NV AL. 1873, О 


perímetro cresce com uma velocidade de 2m/s, a área aumenta com a  velocidado 
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+28 4 — e» 
de 70 mês. 1874. IG RO 1875. 20/ 5 — 2 Y2 km/h. 1876. — Bm. 
Vi m r 2 
a ne I 
1878. 2. 1879. — £ . 1880. 5 1881, 95% + cor p + ооу, 1882. a) (2; 0); 
b0; e(l: Dic) (7:2; D. 1884. 92 — 3j. 1885. м — 3j). 1886. 6i + 3j + 2А. 
2 2 1 3 
1887. | grad и | = 6; cosy ==, cos = — 2, cosy . 1888. cos p = ——-+ 
3 3 => ч ¥10 
a 2. 
1889. tgp = 8994; 928337. 1891, ZE ау CUR 
да? (5222 + а?у?) дхду 
abexy E abcx? 1892. Oz Ду — x) дї 
(bta? + 32ھ‎ 3/3 ' aya (B242 + ayana ts a y? даду — 
". 2x . 08 1 189: 2 _ ху 1894 да _ 
афу” & (ту) üxóy (25у + yy — xy — 
ВАЕ, 2, 
=0, 1895 DÊ موو‎ Zu (Cu Pus дш ди _ 
dx r ёх? дуз os #хду Әдудг 
se rag Le pr tro 1898. PE дву сд (ху) 
— Qrüx Ox ду дг EU: “ar ey » 


— 2xsen(xy) 1899, f5(0, 0) = mim — 1); Fiyl0, 0) = mn; fy, (0. 0) = n(n — 1). 
1902. Indicação. Comprovar, utilizando as regras de derivação e a definição de deri- 
و‎ a ç 
vada parcial, que fix, y) = y EZ =] (quando 22 + y?! 0), 
# + p yn 
f2(0, 0) = 0 e, portanto, fi(0, у) = — y quando x = 0 e para qualquer y. Donde 
Хеу, у) = — 1, e em particular, #0, 0) = — 1. Analogamente athamos que 


f o Š A a ea 
FO, 0) = L. 1908. — = fife, v) + 4s fo, v) + Any fastus 9) + ун, а): 


— fau v) + Axyfuulte, v) + 2(22 + y?) (и, v) + хури, u) Ze = Yala, s) + 
0x0y ду? 


ado s) + ys, v) ra, o). 1906, ME уд + pk filet) fig 
hx" 


t. жр RR MP m Я a "A 
1905. E = Saulo + de + fau + Дш falis: Ê = шее) + 
exi дхду 
+ Жең + йер + Ла + Ле fa DE = лм + 22911, + 


ә 7 Я y 
T fett + Лу, + Луу. 1914. ufx, y) = pla) + H). 1915. w(z, y) = z@y) + 
+ Чу). 1916. diz = e"W(y dx + x dy)? + 2dx dy). 1917. du = 2(x dy dz + y dx des 
*ordsdy. 1918. 4% =4p"(1) . (x dr + y dy)? + 29'() (dz? + дуд). 1919. dz = 


=5). (>m E e+ xm Ž dy): а: = DELL mt 2) аза 4 
y 


y y ey F: * 
Н е 
+ 2 хуа E m 2. + In 2] dzdy 4 |а کے کے‎ dyiM. 1920. dz = afl, 
y e y 27: 


Y) фа + Заура, (te, 0) de dy + Ыра (и, v) дуй, 1921. d'z = (ye*fç + efe + 2ye, 4 
+ урд) de p ез, + еә + хеш, + ECN + ху) уд, + утул) dx dy + 
Toe, + NAE + 230 +f +e fo) dy. 1922. dz —e*(cos y dz3-- 3 sen y da? dy — 
— 3008 y dx ду? + sen y йуз). 1923. d*; = — y cos x da3 — З зеп x dy? dy — 
— 3cos y dx dy? + x sen у дуз. 1924. d/(1;2) = 0; 4% f(1; 2) = 6 dx? + 2 dz dy + 
+ 4,5 dy?. 1925, 45/(0,0,0) = 242 + 44у% + 642% — 4 dx dy + 8 àz dz + 4 dy dz. 
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1926. ху C. 1927. 2y— 2 b sen sb C. 1928, — +In|z+ y| + C. 
3 x+y 
1929. Lim (x2 + y) + 2 arctg Ž + C. 1030. Ž + C. 1931. VA Fy +C. 1932. a = 
2 y y 
1 b t, ED + С. 1933. а? + у? + 22 4 ху + аг + yz + C. 
22 + у? 


1934. 43 + 2xy2 + Jur 4 y? уг — 2s + C. 1935. 22yz — 3 хуч + 4 а?у? + 2х + 
+y + 3z + C. 1936. 2424240. 1937. VT GS TP с. 1938 Au — L 
2 x 


ndicação. Escrever a condição de diferencial exata para a expressão Х dx + Y dy. 


xy 
dy by diy bš 
1939. у; = f, 1940, и = 2) dz + C. 1941. = : = — ; 
= o dx ay? da aya 
a 
dày 3b š 
— = — „ 1942. A equação que determina у é a equação de um par de 
ахз ауу ^ 
e 2, 
retas. 1943, ШУ gg. d'y as, 2) = 
dx 1 — +zyz-1 dx y— V da (1 — yy dx] х= 
2 a 2 2 2 
xd d т) = 8ou —8. 1946. © ы ^+ ау. dy t+ рабуе) 
dz? lama dx  ax—y ах? (ax — yy 
2 2 2 ye Y. — 
1947. Shox. DO] ap EZ д 6y 9-2 
dx 2" de 5% дх жу—4' ду 3(xy — 22) 
1949. Č 25002 — ردص‎ 0r. sseny ова р йг рй 
y cos х — y sen z dy cos X — y sen z Ox 
cod 1951 дг __ Gr д: _ Loy ë _ euge yn Oz _ 
23 Er" az! dy bz’ ду? a3 * дуду = 
9: Фу 
4 2 Mal — x” > ye 
a) LA as E bo] une Eden 
amp ду? 3ري‎ dx Vy z 
y y-a ور‎ xy 5% as 
— — dy; de de — 2 dx dy + dy". 1955. dz = 0; dig = 
z 3% a EJ 
= 2 (йа + dy). 1956. de= — (dx + dy); diz = — ——. (dx? + 2dx dy + dy. 
15 loz (1— 23 
2, sas, _ 
1961. Y „в; #1. 4ч 4 1062, ay =D ,ہی‎ qa E q 
dx dx 5 de 25 x(y — 2) x(y — 2) 
diy = —4 = — گب‎ (ix y) + (y — 2)? + (z — xy dat. 1963, 9 سے ا کے‎ 
Ay — ¿ys dx ду 
2 2, 2, 2; 
1; а 0 О m ev o; 220 2; 9?» ل‎ 
222 ôx ду ду? ёх. ду д^ Ox ду ду? 
=0 1964. йи = У dry gy; dv l ас ر کے‎ diy 
1+7 1+7 EEF LEF 
ахау — — 2 дуз, 1965, du = VE Po do, do == Vu dz + Judy А 
(1 + y (1 + x Pu Po Pu Po 
д: д: No 1 d" i 
1966. а) Z= 9810. dz .. ¿DS rs Xll 
dx и ду “ ex 2 ду 2 
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а: e de = рево -+ u) dx + ۴ء‎ — и) dy]. 1967. Č — Fio q) cos q — 
pd Ox 


д 

— Fer. ә” š == Fil, 9) sen o + Fo(r, q) Е Ф 1968. = — = cos peta Ф; 
дг с ау dy diy 
— = — — sengctg y. 1968. + — + y = 0. 1970. 

ER p Sen pets y EY Pr: 
dr J dir 


2. 
= 0. 1971. a) Z 
d 


r + 24 —]| —r— 


de) ae. 


27312 
dci 
дг às ðu 1 @ 2 1 ди | tr 


1974. = 0. 1975. u — z = 0. 1976. 
ди ди ôr? +» ёе? + r êr ди до 


zd e . 1981. a) 2x — 4y — 


3, 
— 2у #® 0; emo 1972. tg u = Č. 1973. K = 
E 


dy 


1 ё: 1918, 22 = 0, 1979, Е 
24 0v ёо ди ди? 2 
al rt? و‎ a 
2 -4 —1 3 4 
x —Rcoa y—Rsna z—R 


—2—520; 


sta. €) xcosa + ysena— R=0; 


cosa sena 0 


a з a 

1982. £ — ====="["; + == + >=. 1983. 3x + 
Vaš T B + сз Ya + b3 + с LETE 

+ 4y + 122 — 169 = 0. 1985. x + 4y + 6z = +21. 1986. + y +2 = 

= + Ма? + B® + с. 1987. Nos pontos (1; + 1; 0) os planos tangentes são para- 

lelos ao plano XOZ; nos pontos (0; 0; 0) e (2; 0;0), ao plano YOZ. A superfície 


carece de pontos nos quais o plano tangente seja paralelo ao XOY. 1991. 5 
z=0 


a + у? — xy — 1 = 0. 
4=0 


1994. A projeção sobre o plano XOY é: { 


А jeção sobr: lano YOZ é: 
DIEA 


y=0, 
A projeção sobre o plano XOZ é: | z +a 150. 


Indicação. A linha de contato da superfície com o cilindro, que projeta esta superfi- 
cie sobre um plano é o lugar geométrico dos pontos, nos quais o plano tangente à 
superfície dada é perpendicular ao plano de projeção. 1996. f(x + А, y + h) = ax? + 
+ 2bzy + су? + 2(ax + by) В + 2(bx + су) А + ah? + 2bhk + сЗ. 1997. f(x, у) = 
= 1- (z + 2)3 + 2(# + 2) (у — 1) --3(y — Dt. 1998. Af(z, y) =2h + k + + 
+ 2АВ + АА. 1999. f(x, y, z) = (x — 1)? + (y — 1}? + (z — D + 2) — 1)(у — 1) — 
— 0 — 1)@— 1). 2000 /f(z + h, y + Bh, z+ D = f(x, y, 2) + 2[h(z — y س‎ z) + 


k راچ3‎ — уз 
+ kiy — x س‎ 2) + Қа x — y)] + f(h, k, 0. 2001 y + xy + 2272002: 1— 


a 3 4 1 A 
Ж LAOS оз, ру ade D — 5. 


21 4! 
2004, 1+0 — 1) + (y + + Ш TES yy flo Jiwit m. 


2005.2) arctg itp" а + i ( + Ü e- 83); y EP 


RESPOSTAS 443 


x 1+ Û (ma + 28) + som 4mjo? — 3mnaf + (3n? — 4n)8*]. 2006. a) 1,0081; 
2 


b) 0,902. Indicação. Utilizar a fórmula de Taylor para as funções: a) f(x, y) = 
=x yy num entorno do ponto (1; 1); b) f(x, y) = y* num entorno do ponto (2; 1)- 
2007. z = 1 + 2(z — 1) — (y — 1) — 8(z — 0 + 1006 — 1) (y — 1) — My — 0? + 
+ ... 2008. 2min = 0 quando x= 1; y = 0. 2009. Não há extremos. 2010. zmín = 
= — 1 quando x = 1, y = 0. 2011. zmáx = 108 quando x = 3, y = 2. 2012. 2mín = 


8 quando x = Y2 y = V2 e quando x = — VZ, y = y2. Quando x = y = 
b a 5 
= 0 não há extremos. 2013. zmáx = 2^ nos pontos z = —=, y = — Si 
MEET үз үзе 
2 y E 1 ар nos pontos x z y р ex 
= Я = i Zmin = = —, = SS e = 
үз үз 3 үз үз үз 


а b 
үз 


= y = 0; um máximo amplo pan nos pontos da circunferência a* + у? = 1. 
e 


. 2014. zmáx = 1 quando х = у = 0. 2015. zmio = 0 quando x = 


2016. ¿máx = УЗ quando ғ = 1, y = — L. 2016. 1. zmín = 6 quando x = 4, y = 2. 
2016. 2. 2máx = 827° quando # = — 4, y = — 2; não há extremo quando x = 0, 
у = 0. 2017. umin = i quando x 2, y=- > z= 1. 2018. иіп = 4 


quando 4 = i y = 1, z = 1. 2019. Esta equação determina duas funções, das quais 


uma tem máximo (zmáx = 8) quando ж = 1, y = — 2, e a outra, mínimo (гама = 
= — 2) quando z = 1, y = — 2; nos pontos da circunferência (x — 1)? + (y + 2)? = 25 
cada uma destas funções tem um extremo na fronteira, 2 = 3. Indicação. As funções 
que são mencionadas explicitamente pelas igualdades z — 3 + V25— (+= 1? —(y+2)2 
e existem, portanto, somente dentro e na fronteira' da circunferência (4 — 1)? + 
+ (y + 2)? = 25, em cujos pontos ambas as funções tomam o valor z = 3, Este valor 
é o menor para a primeira função e o maior para a segunda. 2020. Uma das funções 
determinada pela equação tem máximo (zmáx = — 2) quando x = — 1, у = 2; а 
outra tem mínimo (¿mín = 1) quando x = — 1, y = 2; ambas as funções têm extre- 
mos na fronteira, nos pontos da curva 4x? — 4y? — 12x + 16y — 33 = 0, 2021. zmáx— 


=+ quando x = у = > 2022. ¿máx = 5 quando x = |, y=2, min == —5 quando 


x-——d y=—2 2023. zma = 36 quando x= Ed y- 22 2024. máx = 
13 13 13 

224 Y2 7x _ 9л : 2—-Y3 E 

== 3 quando x 8 +n, у 8 + Ет; 2min z quando x = * T 

+ їл, y = TE dons 2025. uns = 9 quando x = — 1, y = 2, z = — 2; «máx = 


= 9 quando # = I, y = — 2, z = 2. 2026. «máx = а quando z = + a, y =2=0; 
umin = € quando x = y = 0, z = + с. 2027. ишак = 2 · 4* - 63 quando x = 2, y = 4, 
2 = 6. 2028. ишах = 4 À nos pontos (5: 45 ij (5: а $} (5: A š). 

27 3'3'3 3'3'5 3" 3 3) 
иша = 4 nos pontos (2; 2; 1); (2; 1; 2); (1; 2; 2). 2030. a) O valor máximo absoluto 
é z = 3 quando x = 0, y = 1; b) o valor máximo absoluto é z = 2 quando x = 1, 


y = 0. 2031 a) o valor máximo absoluto é z = 2 quando x = + F ‚у 
3y3 3 
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quando x 3E y — 
3 


— ds b) o valor máximo absoluto é z = 1 quando х = + 1 y = 0; o valor 


= E ; o valor mínimo absoluto 22 = — 
3 3ys 


3 
mínimo absoluto é z — — 1 quando x=0, y — + 1. 2032. O valor máximo 
т 


absoluto é z = 3⁄3 quando # = у = 3 (máximo interno); o valor minimo é z — 


= 0 quando 4 = у = 0 (mínimo de fronteira). 2033. O valor máximo é z = 13 


quando x = 2, y = — 1 (máximo de fronteira); o valor mínimo absoluto é z = — 1 

quando x = y = 1 (mínimo de fronteira) e quando x = 0, y = — 1 (mínimo de ` 

fronteira). 2034. Cubo. 2035. y2V; Y2V; E Y2V. 2036. Triangulo equilátero. 
2 


2037. Cubo. 2038. а= l/'a- Ya Ya Va. 2039. м = i a + 2040..Os lados 
do triângulo são: o 2. 3 pe 2. 2041. x Jud Ma% rss 
4 4 2 m, + Ma + ms 
=": Ж mdd P^ 2042, Z 4 У 4 Z. = 3,2043. As dimensões do paralelepi- 
ті + Mg + ms a b с 


pedo эло: 22, 2, 2 

(Biar Ms kanya 
үз ys ys 

aT b 
= y = 28 + 920, z = Ž. 2045. «= +, y=4 2046. O eixo maior é 
y Y 2 VE 7 = Жур 

24 == б, o eixo menor é 25 = 2. Indicação. O quadrado da distância do ponto (x, y) 
da elipse a seu centro (origem das coordenadas) é igual а 4º + 3%, O problema se 
reduz a procurar o extremo da função а? + y%, com a condição de que 543 + 8xy + 


+ Зуй = 9. 2047. O raio da base do cilindro é HE + Zi a altura R 2 2, 
2 ys ys 


onde R é o raio da esfera..2048. O canal deve unir o ponto Ë " т) da parábola 
2 4 
com o ponto E -i) da reta; sua extensão é de is 


= EL Indicação, É evidente que o ponto M, no qual o raio passa de 
sen B vs 


» onde a, b e c são os semi-eixos do elipsóide. 2044, x = 


1 
— V3730 
. 2049. 14 y2730. 


2050, > 


a 


um meio a outro, deverá encontrar-se entre 4, e B, sendo AM = 


= id , AM =atga, BM = btg B. A duração do movimento do raio é igual a 


cos g 
a 


P BM = 
cosa 


——. O problema se reduz a procurar o mínimo da função f(x, 8) = 
vcosa  vcosÊ 


EM ES T у азр condição de que a tg a + btg B = с. 2051. а =p. 


t, COS a va cos В 
2052. I: ly: I = ES Ч E : =Ë * Indicação, Achar o mínimo da função f(J,, Г.Г) = 
: R, ` Р, ` R, 
= IR, + IRR, + ISR, com a condição de que Г, + Г, + I, = I. 2053. Ponto 
isolado (0; 0). 2054. Ponto de reversão de 22 espécie (0; 0). 2055. Ponto de contacto 
(0; 0). 2056, Ponto isolado (0; 0). 2057, Nó (0; 0). 2058. Ponto de reversão de 12 
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espécie (0; 0). 2059. Nó (0; 0). 2060. Nó (0; 0). 2061. A origem das coordenadas é 
um ponto isolado, se a 7» b; um ponto de reversão de 12 espécie, se a = beum 
ponto nodal, se a < Б. 2062. Se entre as grandezas a, b е с não há iguaias entre si, 
а curva não tem pontos singulares. Se a = b < c, então A(a, 0) é um ponto isolado; 
Se a < b = c, então B (b, 0) é um nó; sea = b =c, então A(a, 0) é um ponto de revsr- 
são de la espécie. 2063. y = + +. 2064. у? = 2px, 2065. y = + R. 2066. x13 4- 


+ 923 qa 2067. ху = +s. 2068. Par de hipérboles equiláteras conjugadas, 

cujas equações, se os eixos de simetria das elipses são tomados como eixos das coor- 

denadas, têm a forma xy = + = 2069. a) A curva discriminante y = 0 é o lu- 
23 


gar geométrico dos pontos de inflexáo e a envolvente da familia dada; b) a curva 
discriminante y — 0 é o lugar geométrico dos pontos de agudez e a envolvente da 
família; c) a curva discriminante y = O é o lugar geométrico dos pontos de agudez, 
mas não é a envolvente; d) a curva discriminante se decompóe nas retas: x = O (lu- 


gar geométrico dos pontos nodais) e x — a (envolvente). 2070. y = É — e ` 
8 ul 

2071.7 i 2072. V9 + 4n. 2073. V3 (e — 1). 2074. 42. 2075. 5. 2076. xy + 4. 

2077. 11+ lo w 2079, a) reta; b) parábola; c) elipse; d) hipérbole. 2080. 1) Za 

0 o 

2) a, y 25 ao +. 2081. É (abo) = [“ be) 4 (a Y e] + [ab 223). 
dt dt dt dt dt dt dt 

2082, 4t (1? + 1). 2083. z = 3 cost, y = 4 sen f (elipse); v = 4j, w = — 3i quando 

#=0; Ys +202 j w= — d i — 2y2 j quando LT v=-3, 


w = — 4j quando! = > 2084, х = 2cos t, y =2sent, z = 3 (linha helicoidal) ; 


v = — 24 sen t + 2j cos t + 3k, v = V13 para qualquer f, w = — 2i cost — 2j sent. 
tw = 2 para qualquer z; y =2j+ 3k, w = — 2i, quando £ = 0; v = — 24 + 3k, 


w = — 2j quando z = E. 2085. x= соз д COS (of, y = sena COS wt, z = sen wf (cir. 
2 
cunferéncia); 0 = — wt, cosa sen wi — ©} зеп x sen wt + wke cos ot, v = | @ |, tp = 
= — Ө cos a cos wt — «tj sen @ cos of — оК sen ot, w == 2 2086. v= 
= Vos, + Uy + (Vos — gt); wz = wy = 0; w = — g ш = g. 2088. 0 үа? + Al, onde 
о = E éa velocidade angular de rotação da tarraxa. 2089. a3a vi — 2491 sen wt. 
yz yz 1 
2090. т = — {i + k); v = ~ j; В d — k). 2091. + = (cos ! — sen Di + 
2 ) j: B 2 ( ) уз“ ) 
1 К, ^ 
+ (sent + cost) j + R]; ¥ = — уз CRE + cost) + (sent — cos t) j); соз (z, z) = 
^ zt 25 
; cos (Y, 2) — 0. 2092. f hp res Мер з] s. 
y21 y 105 
B TA 20937 —400st _ Y~ asenê t5 tangente); $0 40084 — 
ys —asent a cos f b bsent 


х — асо51 y asent z— 


Е (normal 


cost sen? 
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E a sent 
rincipal) Os cossenos diretores da tangente são: cosa = — i соз B = 
ERN | yen "P 


acost . b 


=————; co y = —— 

Уа? + P: Y Val +b? 

соз оң = cos /; cos B, = sent; cos y, = 0. 2094, 2x — z = 0 (plano панда)» y- 
—2 


Os cossenos diretores da normal principal são: 


— 1=0 (plano osculador); 4 + 22 — 5 = 0 (plano retificador). 


(tangente) ; a O (plano normal); 12x — 6y+‏ == گے 
E n n‏ 
ao yoo =‏ 
z— 8 = 0 (plano osculador) 2096. A = 3 = (tangente);‏ + 
t t‏ 
ы 8 a a‏ 
ББТ grs z= — e‏ 
normal principal); =‏ = = 
в+ 2 138 T. Е ра)‏ 
та); m, Í}; E >): M, |4; -2:2). 2097. É‏ 
3 4 
y+2‏ 2— 


(tangente); х + y = 0 (plano osculador); 1712. (normal princi- 


= 1 =1 


2-2 y+2 :—2,. 1 1 
al); === (binormal); cosa, = ——, cos, = ——, cos y, = 0. 
pal) 1 0 (bi ) و‎ 7 B VE Ya 
E y-Ë ÊE 
2098. а == = — É (tangente); хү2 — z= 0 (plano normal); 
) — =% (tangente); +V: (р! ) 
) a — T E (tangente); # + y + 4z — 10 = 0 (plano normal); 


=2_ »-2Y3 _ z—3 =, 
tangente); 2V3x + y — 2V3z = 0 (plano nor- 
9 VA Am o LAS (tangente); + + y (p 
mal). 2099. х + y = 0. 2100. x— y —:/2-0. 2101. а) 4—y —:—9— 0; 
b) 9x—6y + 2x — 18 = 0; с) dx — ay + (a? — b3) 222 = aba? — bi). 


2102, бх — 8y — x + 3 = 0 (plano osculador); 219-121 (normal 
31 26 —22 


ES دا‎ 
principal) ; сек == ZÎ (binormal). 2103. bz — z = 0 (plano osculador) ; 
ED } (normal principal); * Tho (binormal); т = 
=0 y-0 y 

E ey. 
v = j. 2106. 25 + 3y + 193 — 27 = 0. 2107. а) VZ; b) 2. 2108. a) K === 
= 1 2 
T=;b) K=T= . 2109. дась PRÉS yy Ryo 
"m. 2 2acosh? £ a 
+ 229) av? 3: 
OE aut a 2112. K = 2, 005 = 0, wp = 2 quado £= 0; K = 
17/19 22 


= 19 19 
7 g r Үн? "AE quando t= i. 
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Capitulo VII 


2 
2113. 4 É 2214.10 5 m 25 2115. 5: 2116. 7. 2117, 50.4. 2118, = 2119. 2,4. 2120.2. 
6 


2 
2121. х 1 1, ж=2—у; у 6, y=2. 2122. y at, y=249; += 1, 


x = 3. 2123. y = x, y = 10 ži y= 0, y = 4, 2124. y = Ž, y = 29; # = 455. 
0, y = V25 — 33; x = 0, x = 3. 2126. y—2?, y PIT x 1, z=2. 
2 1 £ 


1 x 
2127. aye. y) dx = \ dz | f(x, y) dy. 2128 So pe. sec pene 
9 y 9 


2x43 


| 

1 2-x 2 
2129. 1 dy { fix, y) da= ae. payt far {ль y) dy. 2130, СЕ T x, y) dy = 
9 0 1 2x 


+ 


4 A 5 2 7 2 1 y 
=fof fix, y) dz + poena (o f fix, у) dx. 2131. fay Hr, y) dx + 
2 1 4 1 


5 sis o >, 
2 
ү У-у 0 Үз а 1 Via 
+fo | mae i a | fae LANI 
1 - VER = E" о x 
1 2 2 ү -1 Via 1 
2132. í dx foe. ydy- í dy í f(x, y) dx. 2133. {а { f(x, у) dy + {а х 
MEC 0 YZ -2 YA zi 
- И 1 Via 2 Vala -1 
x { rana f renata ( rana | mx 
Yi = ўса 1 via 7a 
Yay 1 ¥ 1 yi» 
x { feo (ay: h rm nae fa (rm nas fax 
сӯ Б: A via 1 
Vin -2 ys-z 2 Visa 
x { Fa, y) х. 2134. y dx C Fix, y)dy + { dx { Ha, y) dy + 
Yes N а = hm 
Voa — -yi 1 Ya 


+ fas EZ y) dy = (o | 19) dx + í dy- I f(x, y dz + 
т суры E CAE a Yo ya 
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= ү ya yf Wc 

+ L í fis, y) dz + {5 í fis y) dz + { dy { f(x, y) de. 2135. 

а vê 1 We 1 үят 

1 фен 1 1-7 . Vara a 

a) ( dx í fts. ne = ho x pm nans b) fax { fis y) э=\ дух 
° 0 0 0 -a وو‎ uz 


1+ Ис 
a 


Yapa 1 Vaca 1/2 1 
x { f(x, у) dx; faz í fa. y)dy = n dy f f(x, y) dx; d) { dex 
24 


NT ° ma — a. yas 
2 


1 1 y a 52a в x 

x Û st ay = fo f fiz, y) dx; oa f fiz. y az = | Jiz, у) dy + 
x л л 9 y E 9 0 
Eo Ai e Їз А 

+ fax ye. y dy + je í f(x, y) dy. 2136. (o { f(x, у) dx. 2137. ђе x 
0 9 Za s=2a 0 E 9 


1 Ya-y Ya-5 


H з 2 А 

2 Ha, y) dx Wo f(x, y) dx. 2138. (o { f, y) dx + Z { f(x, y dx. 
EA o a 
3 2 


2 у Vai zay 
3 


a a а Гау 


2 а в 
2139. f Ve. у) dx i dy { f(x, y) dx. 2140, Qo f(x, y)dx4- 
° aY ¿fam 0 x 


a 3: 
z 2 4 
2а 2ay2 2a о үа 


+ (ay f fe. ax Ñ dy {ле nas zu far { fts, y) dy + 
у -1 0 


0 абая а 


i Yu Vio d É 
+Ñ (ue. y) dy. 2142. $ dz { f(x. y dy + ) «i ft, 9) dy + = 


1 1—4 


° 0 


RYZ 
yaa 77 үв-у 1  m-amseny 
" ( fis. này. мз. È 3 { f(z, y dx. 2144. (ay { fts. y de. 
õ о $ Q асу 


amas, 1. 2146. 1. 2147. 9 a 28 Č. 2149. б. 2150. 1. 
6 3 02 6 2 
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Y з ye 

15r — 16 2 8y2 4 
2152.2) À . 2153. 2154, xd. 
03: 9 O 123 e fa I Jeng 

1 0 
TR y/o 
2155. Ë ayža. 2156. i.m Indicação. 8 ydxdy = { as f yia 
Б [б] ә o 
2m R(1—cos £) 


= (n 1— oos 1) dt { у dy, onde esta última integral é obtida da anterior 
° 0 
Rt 1 R? 
como resultado da troca x = В? — sen 1). 2157. w 2158. Tê 2159. а? + т . 


LÀ 1 n 1 


4 2 n + 
2160. (o í +rf(r cos g, + sen q) dr + {а f #Д(у cos q, r sen g) dr. 2161, { dox 
9 9 0 
Ф 


o 


эт Ld 
zu n Y cast g 
x í f(r) dr. 2162. { do í rf(r cos o, y sen ç) dr. ax Í fltg 9) de í rdr + 
° = ° D 0 
4 


Sr 1 seno п 
4 sen q x cos y + aleos 29 
T { fita q) dp I r dr + { F(tg Ф) дф Í r dr. 2164. { de ( zf(r cos g, 
т 9 Se 0 LE v 
E 4 4 
$m т 
т в {соз 2o 2 &созф " 
y sen o) dr + í de í rfír(cos Ф, r sen q) dr. 2165. E f 7! sen 9 dr = T . 
эл ° 0 * 
E 
3 ra 22, mx mas x 16/2— 20]a* 
4 ا س چ‎ 
2166. Z тай. 2167. 3^ aros (2 + 3) as. 2169. $^ 2170. (2 9 E 


2171, 2 пар. Indicação. O determinante de Jacob J = abr. Os limites de inte- 
3 


с 


v 


Қи — uy, uv) u du, Solução. 


— Ti 


=. 
T+ 
gração: 0x o < 2,0 < r< 1. 2172. { 
а 9 
Ira 


Temos x = u{l — 0) e y = uv; o determinante de Jacob I = и. Determinamos os 
limites de и em função de v: м(1 — v) = 0 quando # = 0, donde и = 0 (já que 


1—63 0); и = quando x = c. Os limites de variação de v: já que у = ax, 


1-0 


então wv = xu(l— v), donde у= 2; para у = Bx achamos muB 
ica 1+8 


. 29—5129 
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{ 1 “ 2 2-4 

2173. ; 2 — wv a>r “+o u—s = 

IGE 2 E 2 Jara (as Vt 2 13 )* |= 
2 


0 —. 1 Lc 
1 o 2+7 1 2-9 
“+ “u-v "lv DEI 
== dv F —— | du + V dt . 
AÑ VET еке» | 
1 — 0 

Indicação. Depois de trocar de variáveis, as equações dos lados do quadrado serão 

t= 4+0=2; u-0=2; и = — 0. 2174. a$- je]. 

hk, 


2 
Solução. A equação da curva é rf = r? (5 соз? р — E sen? °) , donde o limite 


2 
inferior у r é 0 e o superior "ME j cos? TE Como r deve ser 


b 
real, entáo 52. cost q — ua seniq> 0; donde, para o primeiro ângulo coordenado, 


k 
temos que tgo e Em consequência da simetria do campo de inte- 
gração em relação aos eixos, pode-se calcular 1/4 do total da integral, limi- 
ak a b: 
arcte в Vem em ке» 


tando-se ao primeiro quadrante: $ dx dy — 4 ђ do f abr dr. 
- (5) ° 0 
1 Y> 4 Ys. a yasi 
2175. a) 41, jo { an ay jum те Ze { dy. 2176 ) 
. 2 ; 4 2 у. . а) 2 
0 -V7 1 y-2 0 а--х 


b) (2+ z)” 2177. es? 2178. 10 at, 2179. п. Indicação. —1< z< 1. 2180. SY. 
3 
2181. (t +3) 2182. Ey. 2183, mat. 2184. 6. 2185. 10r. Indicação. 


Trocar de variáveis x — 2y = w, 3x + Ау =v. 2186. 6-2 (B — a). 
1 1 1 x 


2187. i p= jh, 2188. v= fofa — x) dy = jej (1 — x) dy. 2193. =. 
a 


0 0 o 
2194. +: 2195, e 2196. =. 2197. m . 2198. 4)8. 2199. 1s . 2200. i 
2201. =. 2202. P — p. 2203. E пацзү? — 1). 2204. nea -n. 2205.77 « 
2206. $ rabo 2207. TE (6/33) 2208. Ze. 2209. ma(1 — e^). 2210. E 
2211. Ho . 2212. MZ (2/2 — 1). Indicação. Fazer a troca de variáveis xy = w, 
+ —» 2213. 4 рес 2214. (т — »)R*. 2215. n 2. Indicação. 


Integrar no plano YOZ. 2216. 4a. 2217. 8а? arcsen >. 2218. ear 1). 
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2219. 8a*. 2220. Зла?. Indicação. Passar às coordenadas polares. 2220. 1. Indicaç o. 
Projetar a superfície sobre 2 plano das coordenadas ХОУ. 2220. 2. aij2. 


R: : 
2221. с = Ž nat [Ë + £)” _ | Indicação. Passar às coordenadas polares. 
а? 


2222. Ze e 822, Indicação. Passar às coordenadas polares. 2223. 8a? — 


ya Integrar por 


a a 

2 Ж £ 
Indicação. с = “| == = 8a { = arc: 

í Ya? — х2 — yi "aya 

о 0 3° 


а 
partes e depois fazer a substituição x = Y seni: o resultado deve transformar-se. 


2224. X (VE A — aya + ë + a ln — 7 — . Indicação. Passar às coorde- 
2 3 — д? 
nadas polares, 2225. 2788 . 2226. 2 b. g BE ; p= <= . 
3 2° e x) 6(4 — x) 
2228.2 = da; p = 0. 2229. 2 — 228—019, y — о, 2230. z = 2; 9-0. 2231. Ig 4. 
6 За 5 
š т T 2 8 
2232. а) 1, = E (Dè — d); b) Iy = — (D* — 49). 2233. I = 2 af, 2234. — а, 
E 64 3 5 
а Va 
3 
Indicação. I = je | (y-Fa)* dy. 2235. 161n2 —9 3 . Indicação. A distância do 
о ja 


ponto (x, y) até a reta x = y é igual a d = 15-51 e é encontrada através de 


equação normal da reta. 2236. I = * ka*(2V2 + 3 In(V2 + 1)] onde А é o соей- 


ciente de proporcionalidade. Indicação. Colocando a origem das coordenadas no 
vértice, a partir do qual a distância é proporcional à densidade da lâmina, dirigimos 
os eixos das coordenadas segundo os lados do quadrado. O momento de inércia é 
determinado em relação ao eixo OX. Passando às coordenadas polares, teremos: 


т 
4 cosec g 


т 
T 2, 
4 &seco 35 
la= í dy { kr(r sen q)? r dr + í de { kr(r sen Ф)? r dr. 2237. „= T ral, 
= Roc 


5 
2238. I= m 2239. E mat. Indicação. Tomar ѓе y por variáveis de integração (ver o 


1—5 ٠1چو‎ R үк = H 
prob. 2156). 2240. (a | dy { Дж, у, z) dz. 2241. } dx { al f(x, y, 242. 
0 0 0 -R “VRS 0 


4 e 1 Иса +-и-и 
2242. { dx { dy Us f(x, y, 2) de. 2243. f dx { dy | f(x, 9,2) de. 
-= Lya ||. = Fila ° 
a 


29* 
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4тү2 nig? ES 


8 E 1 5 
|. 2y2 — 27y3). | ERE ; j LN m2. 
2244. pot! y y3). 2245. 3 2246. 8 2247. 720 2243, 7112 16 


= 97 
2249. 3 (вуз = =) . 2250. 79 RS, 2251, 3997 2252. 2 nabe. 2253, FER? 
3 6 480 5 


2254. тёз. 2255. È аз. 2256. Š "| = $} 2257. À x RS, 2258. E. 2259. 2 ау, 
9 3 3 15 10 9 


n 
2a cos 9 24 


- 

Р 2а т 
2260. 179. Solução. v = 2 | ax í dy í a =2( de ( raf dh = 

0 0 0 


0 0 0 
Ж т 
Z ^ Фасо» Zr. a yi 
1 [ Qa cos q) 3 2хазу2 
e LA OO ¿L ے‎ nas 2261.79 2 Indicação, 
je r Tel з são 
0 0 0 
Passar às coordenadas esféricas. 2262. 2 T. Indicação. Passar às coordenadas 
t] 
cilíndricas. 2263. 5 (3m — 4). 2264. rabe. 2264. 1. AT 2264. 2. = (Y2 — 1) abc. 


2256. Seba. 2266. E (ба — а — m. 2267. 2 — 0; p — 0; LII 


Indicação. Introduzir as coordenadas esféricas. 2268, x = a ‚ ğ=0, 2—9. 
3 

nath 

12 

da base do cilindro como plano XOY. O momento de inércia é calculado em relação 

ao eixo OX. Depois de passar às coordenadas cilíndricas, o quadrado da distância 


a 
do elemento y dp dr dz do eixo OX é igual a s? senî q + 22. 2270. = (2h? + Заз). 


Indicação, A base do cone é tomada como plano ХОУ; o eixo do cone, como eixo OZ. 
O momento de inércia é calculado em relação ao eixo OX. Passando às coordenadas 


cilíndricas, para os pontos da superfície do cone teremos: y = io — £) e 0 qua- 


2269. 


(3424-443). Indicação. O eixo do cilindro é tomado como eixo OZ, o plano 


drado da distância do elemento r dp dr dz do eixo OX será igual а vi senty + z, 
2271. 2nkoh(1 — cos a), onde A é o coeficiente de proporcionalidade e p, a densidade. 
Solução. O vértice do cone é tomado como origem das coordenadas e seu eixo, como 
eixo OZ. Se introduzirmos as coordenadas esféricas, a equação da superfície lateral 


do cone será p = T — а, ° a equação do plano da base, = . Pela simetria 


sen ф 

se tem que a tensão resultante está dirigida ao longo do eixo OZ. A massa do elemento 
de volume é dm = pr? cos ф do dij dr, onde p é a densidade. A componente pelo eixo OZ 
da atração que exerce este elemento sobre a unidade de massa situada, no ponto O, 


é igual a bis sen Y = ko sen y cos ф dij do dr. A atração resultante é igual a 


y 
25 2 А cosec g 
| 4ф f dy í hp sen ф cos ф dr. 2272. Solução. Introduzimos as coordenadas 
° 


° 0 
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cilindricas (р, q, z) com origem no centro da esfera e de forma que o eixo OZ passe 
pelo ponto material, cuja massa se supõe igual а m. A distância deste ponto até o 
centro da esfera é designada pela E. Seja y = Vo? + (E — z} a distância entre 
o volume elementar dv e a massa m. A força de atração do volume elementar dv da 
esfera e do ponto material m, está dirigida ao longo de r e numericamente é iguae 


а — kym 2 + Onde y = éa densidade da esfera e dy = Р do de dz o voluml 
Y 


Е TRI 
elementar. A projeção desta força sobre o eixo OZ será: 
dF = — Amydo cos(2) = — my =a p dç dp dz. 

7 r 

Donde 
2n R yra 
F = —¿my fo f (8—2) de í Pde ау inn L, 
ri 3 52 
-R ° 


© 
porém como 4. y7R? = M, então F = — — 2273, — í ye" dy — e™™, 2275. 
3 
x 
> 


1 ñ 1 a pr ? 
а) — (p > 0); b) quando Ф > a; 0); d >0. 
> 2>0) piu ando Ф > a; c) PP P > 0) нр 9) 
1 


e 
2276. — . 2277. 2 » Indicação. Derivar duas vezes: À e-?! gt = 4 . 2278. ln 8 ` 
ni p3 Ф a 
9 


2279. arctg Ë — arctg &. 2280. Z in(l + a) ( > 0). 2281. (YT aR — ПЯ 
т т 2 


2282. arcctg Č . 2283. 1. 2284. 1. 2285. 5. 2286, E. Indicação. Passar às 
B 2 4 4a? 
P п 
coordenadas polares. 2287. MAE 2288. 4c 2289. Converge. Solução, Excluimos 


de S a origem das coordenadas junto com seu entorno de amplitude e, isto é, exami 
namos T, = í зух + у? dx dy, onde o campo que se exclue é um círculo de 


Go 


Taio e com centro na origem das coordenadas. Passando às coordenadas polares. 
2m 1 2n 


1 

r3 1 1 e e 3 
temos: J — rinrdr=) [> nr) ——Ardr —2n|— ——шє—— |. 

= faf E a) |: e 

0 € ot є , 
Donde lim I, = — E, 2290. Сопу e quando « > 1. 2291. Converge. Indicação. 
o * 2 ee 
=> 


dx dy _ 
Ye- y? 


Rodeamos a reta y = x com uma faixa estreita e supomos M 


(5) 

T *-—& 1 1 

= lim (^ f 9 + lim fa í Ld vt - 2292. Converge quando a7» 2 ` 
У = aso ر‎ B, Ye - 3 

0 = 
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y543 ab(a* + ab + 5%) 256 a? 
2293. 0. 2294. In LL. 2295. Te + 8. . 2296. Za. 2297. 7 fa L 


s 
+ 458? — " 2298. as үї + mij5m. 2299. a*/2. 2300. (56y7 — 1/54. 2301. 
Vat 53 2mb „ ` 16 , 
— — arctg —— 2302. 2ла®. 2303, эу (10/10 — 1). Indicação. | f(x, y) ds geo- 


metricamente pode ser interpretado como área da superfície cilinárica que tem a 

geratriz paralela ao eixo OZ, cuja base é o contorno de integração e as alturas são 

iguais aos valores da função subintegral. Por isso S — { x ds, onde С é о arco ОА 
с 

da parábola y = i^ que une os pontos (0; 0) e (4;6). 2304. ay3. 


3 -— p —]a 
2305. 2 (» + 7 — arcsen TE) . 2306. Vaz + bi Ë Vaš + 450% + 
a a 
* qa a 2 ی‎ 
+ мы ы; 2307. (4a/3, 44/3). 2308. 2matya! + DÀ, 2309. 


Мт] V (a3 + 595. 2310. sa. 2311. — 2ra, 2312. a) À 5:00: 9 i а) — 4; 

е) 4. 2313. Em todos os casos, 4. эн. — 2n. Indicação. Utilizar as Mac para- 

métricas da circunferência. 231$. S a 2316. —2sen2. 2317. 0. 2318. a) 8; b) 12; 
эз % 

с) 2; DES e) In(x + y); үе dx + fu) ay. 2319. a) 62; b) 1; c) iuh 


Y 
d) 14- V2. 2320. VT + а — VITE 2322. a) ж? + Jxy — 2y? + C; b) May + 
+ хуб — уз + C; с) er-V(z + y) + C; d)ln|x + y] + C. 2323. — 2ma(a + b). 


2324. — rR? costa, 2325. (4+2 +— x ЕЗ, quando R> 0. 2326. а) — 2; b) abe — 1; 


c) 5/2; d) 0. 2327. I = M yt dz dy. 2328. —4/3. 2329. 42. 2330. — 1/3. 2331. 0. 


[3] 
2332. a) 0; b) 2nr. Indicação, No caso b) a fórmula de Green é empregada no сатро 
compreendido entre o contorno C e um círculo de raio suficientemente pequeno 
com centro na origem das coordenadas. 2333. Solução. Se supormos que a direção 
da tangente coincide com a direção do percurso positivo do contorno, teremos que 


cos(X, т) = cos(Y, t) = de pertanto, b cos(X, n) ds = $ z ds= Quo. 2334, 25, 
s 
c c c 
onde S é a área limitada pelo contorno C. 2335. —4, Indicação. Não se pode empregar 


& fórmula de Green. A integral dada é imprópria, já que nos pontos de cruzamento do 
contorno de integração com a reta x + у = 0 a expressão subintegral toma a forma 


0 3 3 
rs 2336. nab. 2337. з та?. 2338. 6ra?. 2339. = a3. Indicação, Fazer y = іх, onde 


1 é um parámetro. 2340. — 60 2341. x(R + r)(R--27) ; бхЕ quando R=r. Indicação, A 


equação da epiciclóide tem a forma x = (R + r) cos t — r cos Rir t, y= (R + r) sen t — 
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+r 
— r sen 


f, onde ¢ é o ângulo de giro do raio de círculo fixo, traçado no ponto 
r 


de contato. 2342. r(R — r) (R — 27); тк quando y = > Indicação, A equação 
da hipociclóide é obtida da equação de epiciclóide correspondente (ver o problema 2341), 
substituindo-se y por — ғ. 2343. FR. 2344. mg(z, — г). 2345. i (a? — МЗ), onde В 


é o coeficiente de proporcionalidade. 2346. a) Potencial U = — mgz, o trabalho 
mglz, — z); b) potencial U = É. o trabalho ERN Mer notenpial....... 
r ya cB. 
3 a Val + 53 
U= -+ (® + ° + 2%), o trabalho 5 (R* — 73). 2347. 3 mat. 2348,22 Ya RU 
2349. 0. 2350. 1 rabe. 2351. Fé. 2352, 3, 2353, 23/5 1, 2354, TVZ ы 
3 2 4 10(5 V5 — 1) 2 


2355. a) 0; b) — M (cos a + cos B + cos y) dS. 2356, 0. 2357. 4r. 2358. — ma*. 


2359. — аз. 2360, LR 2.00, OP oR 20 op 


= = , = 2361..0. 2362. 
ду ёғ ёг ex Ox ду 


dx dy dz PU | OU дау 
2 + dx dy dz. 2363. 2 M е, NC — e) 
ђе yz) dx dy dz. f ETET 2364. ) m + oa + Pr 


паї? 


12 
X dx dy dz. 2365. 3a*. 2366. - 2367. Е ха. 2368. . 2371. Esferas; 
cilindros. 2372. Cones. 2374. Circunferéncias z? + Y = ch, = cx. 2376. grad U(4) = 
=9i — 2j — 3k; [grad U(4)] = V99 = ЗУП; 22 = ху; x = y = 2377. а) т; 


r 
b) 2r; с) — "x d) Str) =. 2378. grad (er) = e; as superfícies de nível são 
r 


planos perpendiculares ao vetor c. 2379. = 2.28. , eU == | grad U | quando 
v r Or 


eU cos 
a=b=c 2380, = AM OU o quando dr, 2382, 2. 
a 5 o r 


: 2 
2383. div a = sp) fU). 2385. a) div r = 3; rot z = 0; b) div (rc) = ^5, 
r r 


rot (re) = =, с) div (f0) e) = LO. (ер), төк (t e) = LD e x o. 
r r 


2386. div v = 0; rot p = 2, onde o = ok. 2387. 2«n^, onde nº é o vetor unitário 
3 ja 

paralelo ao eixo de rotação. 2388. div grad U = ж + EU + SU 

Ox ду% 0 


rot grad U —0. 2391. 3nR?H. 2392. a) 1 TRIH (3R? + 2H?); b) 3 x R*H(R3 + 29%). 
10 ` 10 


2393. div F = 0 em todos os Pontos, menos a origem das coordenadas. O fluxo é 
igual a — $n. Indicação, Ao secalcular o fluxo, aplicar o teorema de Ostrogradski — 


Gauss. 2394. 233. 2395. = . 2396. U =f rir) dr. 2397. 7. . 2398, a) Nao há ; 
y 


fi 
b) U = xyz +C; c) U = xy + xy + yz + C. 2400. Sim. 
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Capitulo ҮШ 
2401. ——. 2402, L, 2403. 1L, zaoa. L, 2405. 2. 2406. 29. 
2n— 1 2n qua ni ( + 12 3n + 2 
2407. Loco ze 1325-09-10. 2409. (— Int. 2410. »(-0"", 
«(e + 1) 1:4-7.. (n — 2). 


2416. Diverge. 2417. Converge. 2418. Diverge. 2419. Diverge. 2420, Diverge. 
2421. Diverge. 2422. Diverge. 2423. Diverge. 2424. Diverge. 2425. Converge. 
2426. Converge. 2427. Converge. 2428. Converge. 2429. Converge. 2430. Converge. 
2431. Converge. 2432. Converge. 2433. Converge. 2434. Diverge. 2435. Diverge. 
2436. Converge. 2437. Diverge. 2438. Converge. 2439. Converge. 2440. Converge. 2441. 
Diverge. 2442. Converge. 2443. Converge. 2444. Converge. 2445. Converge. 2445. Con- 
verge. 2447. Converge. 2448, Converge. 2449. Converge. 2450. Diverge. 
2451. Converge. 2452. Diverge. 2453. Converge. 2454. Diverge. 2455. Diverge. 2456. 
Converge. 2457. Diverge. 2458. Converge. 2459. Diverge. 2460. Converge. 2461. Di- 
verge. 2462, Converge. 2463. Diverge. 2464. Converge. 2465. Converge. 2466. Conver- 


ge. 2467. Diverge. 2468. Diverge. Indicação. 224 > 1, 2470. Converge condicio- 
Un 
nalmente. 2471. Converge condicionalmente. 2472. Converge absolutamente. 2473. 
Diverge. 2474, Converge condicionalmente. 2475. Converge absolutamente. 2476. 
Converge absolutamente. 2477. Converge absolutamente. 2478. Converge absoluta- 
mente, 2479. Diverge. 2480. Converge absolutamente. 2481. Converge condicional- 
mente. 2482. Converge absolutamente. 2484. a) Diverge; b) converge absolutamente; 
€) diverge: d) converge condicionalmente. Indicação. Nos exemplos a) e 9: examinar 


a série » (а-у + 43x), e nos b) e c) investigar separadamente as séries » акл € 
$ кл km 


> ay. 2485. Diverge. 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge absolutamente. 


1 
2488. Converge condicionalmente, 2489. Diverge. 2490. Converge absolutamente. 
2491. Converge паи 2492. Converge absolutamente. 2493. Sim. 2494. Não. 


2 to 1 
2495. Lr ; converge. 2496. — —— ;со . 2497. Diverge. 
>= E 2n(2n — 1) теше E 
2499. Converge. 2500. Converge. 2501. | R;| < =l MSIE E; R¿<0, R¿>0. 
1 120 720 
Dy 1 2909 + Dat 
liado através da soma da progressão geométrica que excede a este resto: 


1 1 12 1 H 1 1% 
i “[; те |ui Je9 G6) ^ 
1 2 


2502. Rn < 


indicação. O resto da série pode ser ava- 


ua ре ] 2503. Ra < —— 2 ; pa 3-10, 2504. « 
(в + D: PDA, A, 
« 1 
Rg < —. Solução. R4 = ————— E چ‎ 
a Do Dema ЛИГЕ WA Dera T 
1 ( 1 1 1 . 
(55243 O lati үз) n42 «+3 a” 
Ra Lo ы + = i: 2505. Para a série dada € fácil 
sn + l) (n+ 1) (a +2) a 


achar o valor exato do resto: 


1 16 үү 
R, = — is + — | | 
15 15 4 
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i 1 зя 1 зп+2 
Solução. Ra - (a + 1) (+) +(m+2) E) Es 


a 
Multiplicamos por (4) 2 
“a 


1 2142 1 an+ 
gre) +0+2(4) ps 
? 16 4 4 


Subtraindo, obtemos: 
E m= ed +)" uar > Ё 
«Гү КЕ-ШЕ 


16 


Daqui encontramos o valor de Ry dado mais acima. Fazendo п = 0, achamos a soma 
2 
da série S = (5) . 2506. 99; 999. 2507. 2; 3; 5. 2508. S = 1. Indicação. аһ = 


= — . 1 . 2509. 5 = 1 quando x > 0; 5 = — 1 quando x < 0; 5 = 0 
E n+1 

quando x = 0. 2510. Quando x71 é absolutamente convergente, quando x < 1, 

é divergente. 2511. Quando x > 1 converge absolutamente, quando 0 < 4x1 

converge não absolutamente, quando x < 0 diverge. 2512. Quando x>e converge 

absolutamente, quando 1 < #<e converge não absolutamente, quando x<1 di- 

verge. 2513. — oo < x < oo. 2514. — со < x < оо. 2515. Converge absolutamente 


quando + > 0, diverge quando x<0. Solução, 1) |an|< — e quando x>0 a 
е 


série com o termo geral = converge; 2) 2 > lquando х<0 eo cos nx não 
e e 


tende a zero quando я ~> oo, já que do cos nx — O resultaria que cos 2nz > — 1; 
desta forma, quando x < 0 não é válido o critério necessário de convergência. 2516. 
Converge absolutamente quando 2&m < zx < (2k + 1)л(В = 0, +1, +2,...); nos 
demais pontos diverge. 2517. Diverge em toda a parte. 2518. Converge absolutamente 
quando x Æ 0. 2519. z> i, x& —1. 2520. x 3, x< 1. 2521. x> 1, x&— 1. 


2522. 1252, a . 2533. + > 1, x< — 1. 2524. — 1< x < — t, FRIES 1. 
2 


oo © 
1 
Indicação. Para estes valores de x converge, tanto a série = zk, como a série Mus б 


Quando |x|z 1 e quando DE o termo geral da série não tende a zero. 


2525. — 1 <x «9, 0<x<1 2526. — 1 <x «1.2527. — 2< x< 2. 2528. —1< x <l. 


1 

2529. — FS +< IL MIL — 1< z< 12532. —1< z< L 

2533. — co < x < co. 2534. x = 0. 2535. — co < z< oo. 2536. — 4 < я < 4. 
ñ 1 


2537. aina S 2538. — 2 < x < 2. 2539. — e < z < e. 2540, —33x < 3. 
3 

2541. — 1 < x < 1. 2542. —1 < x < 1. Solução. A divergência da série quando 

1x|z 1 é evidente (é interessante assinalar que a divergência da série nos extremos 

do intervalo de convergência x = + 1 pode ser comprovada, não só atravês do 
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critério necessário de convergência, mas também com a ajuda do critério D'Alembert). 


A1) 
Quando |+| < 1, temos lim tania = lim (n + 1} x" "< dh nd ETE 
">o пі" 1-00 nso 


ы il = 0 (a última igualdade pode ser facilmente obtida, aplicando-se a 


= lim 


regra de L'Hóspital). 2543. — 1< z< 1. Indicação. Através do critério de D'Alembert 
não só se pode achar o intervalo de convergência, mas também investigar conver- 
géncia da série dada nos extremos deste intervalo. 2544. — l< x<1. Inlicação. 
Através do critério de Cauchy não só se pode achar o intervalo de convergência, 
mas investigar também a convergência da série dada nos extremos deste inter- 
valo. 2545. 2 < x«8. 2546. — 2<x<8. 2547. — 2 < x < 4. 2548. I<. 
2549. TIC 2550. х = — 3. 2551. — 7 < x < —3. 2552. 0 < x < 4 


2553. -i < x< =. 2554. —e —3 < x < e —3. 2555. —2 < x< 0. 2556. = t 


2557.1 < х<3. 2558. —3< z< — 1. 2559. 1 — 14 a<1i+ d Indicação. Quando 
e 


e 

a 

T 

z = 14 1 a sério diverge, já que lim Ê 
# n+ е" 


2561. 1< х3. 2562. l& x < 5. 2563. 2<я<4. 2564. |z| < 1. 2565. [|z| < 1. 
2566. | z — 211 < 3. 2567. |z| < VŽ. 2568. z = 0. 2569. |z| < оо. 2570. |z| < i 


=- L 40. 2560. —2 < x < 0. 
e 


2576. — In(1 — 2) ( 16# < 3). 2577. In(1 + 2) (—1< z< 1). 2578. z" E 


س1 
s‏ 
n-i q Url < 1). 258 + (Iul 0).‏ 


x 1 d lr 
1xj > 1). 2584, — tarctg x — — 1n 
at | | di ü 2 s] 


xs 5 
|x| < 1). 2585. e Indicação. Examinar a soma da série x — — F- —.. 


3 5 


l-z 


(ixi < 1). 2579. arctg x(|x|< 1). 2580. 


2582, - ([zl < 1). 2583. 


E c- 


1 © 
(ver o problema 2579), quando + = ——. 2586. 3. 2487. a” = 1+ 
» 9 ҮЗ У) 


mui 


x 0 5% 5% 2% 25 
(— 00 < ж < оо). 2588. sen ( + =2 [i RT +5г- 
ta 
a A 
—..+(- 1) ar te 2589. cos(x + а) = cos a — y sen a — zy cos a + 


id A 
4:5 sen а + — cos a +... + End sen |a + de + tm + {~ 00 < # < 00). 
31 41 ni 2 
2,2 2344 2548 225-142 


2590. sen? x = — .... + pa +. (— 0< ж <00). 
21774 Pa сз (2а)! ( ) 
a FÉ an 
2591. In(2 + х) = 1n2 + Ž — 7 — 4 (opa 260-2 > 
? 2 3-3 5.5 SN ru 


< 4«2). Indicação. Ao investigar o resto, utilize о teorema da integração da série 
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2x— 3 


de potëncias. 2592. 
P (ей 


Ele 


«x« оо). 2595. z = 1-+ E (cesse). 2596. 
> т] 009+ Dt 


21152 (iram 
2597. 1 -)» . 2598.1 - A 
(XC y Ea + ir cu T (— œ < x « o0) 


o ^ 
( -+ 2) 32% . yin Om 
2599. 2Y^ (— pem er T о<я< о). 2600. кайс ы 3«x«3. 
LU er» > 
1-3 4,0 1.3.5 x ed Кы 
2601.—-—.—-———-— A ОДЕ A ЛАЙ 
2t ATT ARE 2-4-6..2n zu t 


a. (—2< <2}. 2602. Dor: "dae 1). 2603. о. 
n=02m x= М 


a 2604. Е (al. 2605. Dorz 


n=2 (n 5-0 


1 з, 1-3 48 1-3-5..(я—1) aim 
2606. x + — Ls == A PRE cat ME a 

2 37 254 5 ЖҮЗӨ MEI 
2607. 4 1.8, 13 y HP з E 


2 3 e 2:4:6..2m o 
2608. y^ (- тн 2072 я 2222 шаў, 2609. ES gta Ë 
ки e = 

-1 
«Са 00). 2610. ааа a"(—o0« x« оо). 2611. 2+ 
= at 2.3.1 
2:48 + 2:533 2.5.8... (3n — 4) z" 


pala 1-1 
25.33.21 РЕ 2953. 3%. в] 


pae (L+ чуу» 
125- za mte 
26 Bises 4^ (—2«*«2) 2613. 14. 2 Ly tL E 


(lx |< co). 2614, » = T U<V). 2615, m2+ Y mapa 29) E 


"-Ü ħal 


E 
кш — ye + 3)a"(Ix| < 1). 2593. DOMUS Mcr 
= ي‎ — 4x3 


e 2594. sm z 4 pera es 
mps 


aam 


2 


(— o < #< со). 


(als. 


+ e (lrg D. 


+ (lx1< n. 


1 оо < 


+ ... (— o < z <00). 


n=l 


PL 
—-l«x«1. 2616. a EA _ . 2617, 
( * ) “E y On + DOR EDI T ا‎ xd 
t» e та q (ll < co). 2618. > (сум E (x[&1). 2619. x+ 
nt 
1 1-3 1:3-5 nD 
egg E ens. by AN 


a3, 245 3% A 
—+——+.. 26240.x— Ls. 2622. e|1i— Luto.) 
+++ x d ( "Rin ) 


а sa n 4 هړ‎ 1 
2623. 144% +... 2624. [Z pZ p Z+...) 2625. apar La... 
2 ta 2 a45 3 
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2626. Indicação. Partindo das equações paramétricas da elipse x = a cost, y = b sen t, 
calcular a extensão da elipse e desenvolver a expressão obtida em série de potên- 
cias e. 2628. x3 — 242 — 5x — 2 = —78 + 59(x + 4) — H(z + 4)? + (z + 4(3 (— co < 
а 00). 2629. f(x + В) == 533 — 44% — 3: + 2 + (1533 — 8z — 3) À + (15x — 


© _ р» 
— 4 + 589 (осоо: —00<A<00). 2630. $ (— 17- LY e<. 
n 


nel 
© 


2631. Y) (1 Ux— D" (0c x «2) 2632. D G + DG +1)" (—2 < x <0). 
я= 0 naD 
2633. » (277-1 — 3-n-3)(z + 4)" (6c x —2). 2634. Y (— 1)” 


n-0 fi-0 


(z +2" 


rm ien 


^" os a _ 
— V3 < x < —2 + V3). 2635. e-* YN EF sto 2636.24 *—3 y% 
nl 2% 


4 
n-1 
— 49 a — 433 Ре a — que 3. өш 
xL, ES (8-4) 1.3.5 (2-4) + چ‎ epa LIS 09 =2 
2 4.6 28 4.6.8 2 4:68... 2n 


— (141 « co). 2648. i- 


+... (0<x<8). 2637. »c nº [ra 
X 


n=l 
qna C Е e 
= 4 2 1 p— хүн 

19 — — . 2639. —2 0 
pia г Lo ws 


x 
= Ё e desenvolver Іа х em 
Tx 


a . з 
série de potências de £ 2640, —L +; Í Е Y ы J+ 


1+# 2Zli+a 2.4 l1 x 

. . ins n 
a LIS 3 | я eem) зник tu. 
2۰4۰6... 2» — 2) (1+ x 2 51 40 


¿a 
2m 


< x <00). Indicação. Fazer a substituição 


da G) 
2642, 18) < Lo 2643, F l.p 1.127 41:32 127 0,523, Indicação, 
11 6 2 2 3 2-4 5 


Para demonstrar que o erro não excede a 0,001 é preciso avaliar o resto da série 
através da progressão geométrica que excede a este resto. 2644. Dois termos, 
2 3 
isto é 1— n . 2645. Dois termos, isto é, x — = . 2646. Oito termos, isto é, 
7 
mu) = - 2647. 99; 999. 2648. 1,92. 2649. | R| < 0,0003. 2650. 2,087. 
ai^ 


2651. |x| < 0,69; Jx} < 0,39; (x| < 0,22. 2652, |x| < 0,39; [x] < 0,18. 2653. i 


1 


ooa reb 2654. 0,7468. 2655. 0,608. 2656. 0,621. 2657. 0,2505. 
-3-31 


© — yjin 
2658. 0,026. 2659. or C ucc; — co < y < oo). 


(2n)! 


m1 


(x — y — (x + y) 
2660. S^ [۴ —— ا‎ i Я 
{— 1) Тл)! (— со<х+<‹со O < y < oo) 


a=1 
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2661. Sc pa LEX (—o0« «00; —co<y<00). 2662. 1425) o-s 
sal (2# — 1) e 
quen at 

Ix — y| > y. Indicação. —— = — ——— ——. Utilizar a progressão 

l+x-y 1— (у – 2) 
e x" + у" 

geométrica. 2663. — Ууу (— 15# < 1; — 1<y< l). Indicação, 1 ғ — 

n=1 

e A+ j уан 

— y + zy = (1— x) (1 — y). 2664. Lope t b 

y+xy=( ) (1— y) DE» Y 


n=0 


(—1&x&l; — I&y« D. 


a+y 
1— xy 
y + № = ax? + 2bxy + cy! + 2(ax + by) h + 2(bx + cy) h + ah? + 2bhh + chi 
2666. f(1 + h, 2 + А) — /(1, 2) = 9h — 218 + 3h? + ЗАА — 124% + h? — 243, 


Indicação. arctg = arctg x + arctg y (quando |z| < 1, |y|< 1). 2665. f(x + h, 


an 
6-3] 
2667. i EE ei uL 


ami s= Qn)! 
y aa 
2669. Dea. PIE ELM... 2670. Dad a+ LH + n. 
2671. L a _ 26 — 6) ç" senQn + Dx, so = 513-5; s( x) = AE 
2 т = 22 + 1 2 


b—a 2(b — a) cos(2n + cos(2n + 1) x x sen nx 
2672, )T——— z — =- psa 20077. ç 
4 x Y é ES Ол + B + (a +5) > ‚С 1) (Ея) = 


aor 


aie = =. 2673. = + c ууп 9577. Sid n) = nt. 2674. UM 


sl a 


© n о 
+ C (a cos nx — n sen nz) |; S(tm)=coshar. 2675, sen 97 УМЕ yaa 
An * qm 


se а não é e inteiro; sen ax, se a é um número inteiro. S(+ m) = 0. 


a3 — nt 


2676, 2 sen ат i + (yu 2999 "| se a não é número inteiro; cos ax se a 
26 a 


3 — 
x Fr а? — + 


é número inteiro; S(+ п) = cos ат. 2677. #жаншуы_ jai E, 5(&т) = 0. 
т аз + n? 


n=l 
2 sen h ar a cos nx EM sen ny 
2678. ——, — 1)» 3 S(+ m) = cos h ат. 2679. w 
e a n^ 
sen(2a — sen(2a — 1) x т п x sen nx 
2680. — ————;a) —, b) —; є + 2681. a) 2 — рва — + 
2 m-i A ыс» би 
4 oss — x m 2 2л 
b A ys 2 — ЭЯ. = 2682. a) УЬ, sen яу, onde by; = — 
2 cê Quo 8 E^ aa 


n? = 
ED RR ы. ыу LOCATE gu p 2; tl 
пов ~a E k Xe DE ) Ps ard 


462 CAPÍTULO VIII. SÉRIES 


— ою po mA. 
2683. a) — 25u- e LM 5 1 zol 1) = 1]соз nx 
Ta а pn an mé а? + ns 
e 17 cos E : „ sen = 
2 2 
2684. a) — —————— sena; b) + — cos nx. 
T >= п 2 + = > 2 
ә ES 8 _ 
2685. a) 4 > ya sen(2n LEA b) = 2 » x cos2Qn — Dx. 
т я (2н — 1)* 4 r£ Qn — 1)? 


o 
2686. » basen nz, onde by -(—1*- EA ‚ Ba (— p 


24 2h nk + 12 
8 E, sen(2n — 1) x n sen nx 2h 
2687. . 2688. 5 na . 2689, — 
= met on. CA 
O sen nh СА 2. [зеп nh cos ж 
TY e Е 2690. ib += (а J e 2691. 15 7 
n=l ni 
o 
42) IMA cos n* 2602. i +5 (opa SE pd 2694. Solução 
n=2 m1 H i 


т 
1) аљ = 2 yo dos dar dE. 2 
= T 

° 


o tem va 


т 
f(x) cos 2nx dx + 2 po cos 2nx dx. Se fi- 
п 
= 
* 


zermos a substituição Ё = 2 - x na primeira integral e ¢ = х — E na segunda, 
2 


através da suposta identidade (5 +t= Б — ) é fácil observar que 
= 
x 


an=0(n=0,1,2.); 2) 5 = 2 f(x) sen 2nx da = 2 ү sen 2nx dx + 


ev a 


n 
+ z f fix) sen 2nz dx. A mesma substituição que no caso 1), tendo-se em conta 
т 
л 
2 


а suposta identidade / (Es ES -) nos leva а igualdades 5,4 =0 (x= 1, 2, 
2 


o 
2695, À SEE SES 209% 2697, senhi Í + 
ré (+ 1? aa n H 
nx sen nry 
1с05 — nn sen — — 
n 1» | 2698. о У 1)” 
E + n! п = > 
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nx 
42 senZn— Drs 21 2 E 1 1 
2699.2)— ——. b) 1. 2700.9) LY oa yl 
*Ë ami Е 
» (2и — 1) пж 
3 I 2701. a) > Ба sen ŽŽ, onde b, 
Я š en 22, = 
2 Qu — l RS n 
"X 
4r 4n? El ura 
=: 1. e ы a 
2% +1 = + 19 5 3 = m 
a (2n + D) xx 
© 2 © 
2702, a) È Ni :b( ESD сов + D mz o; 2 _ 
e (2n + 1)3 2 ml (28 + 1)2 3 
o o 
-20 do s E y: 1 соз Zany — 
28 £M н? 3 2 E ni 
Capítulo IX 


2704. Sim. 2705. Não. 2706. Sim. 2707. Sim, 2708. Sim. 2709. a) Sim; b) não. 
“2710, Sim. 2714. y —xy' = 0. 2715. жу'—2у = 0, 2716. y—2xy' = 0. 2717. x dx + 
+ydy=0. 2718. y س‎ у. 2719. 33$ — ж =2xyy". 2720. ayy (ay? + 1) = 


2721. у = xy'ln Č 2722. 2xy" + ye 0. 2723. y"—y'—2y=0.2724.y" + 
y 


+ 4y = 0, 2725, y" — 2y” + y” = 0. 2726. y” = 0. 2727. y" = 0, 2728. (1+ 
y” m 3yy"—0. 2729. y! — яа = 25. 2730. y = +ë, 2731. y = — cos z, 


2732. y=L (—5e7* + 9e% — 4225). 2738. 2,593 (valor exato y = e). 2739. 4,780 (valor 
6 

exato y = 3e — 1). 2740. 0,946 (valor exato у== 1). 2741. 1,826 (valor exato y =V3). 

2742. ctgly — tg x + С. 2743. x = Y y=0. 2744. x? + y? = In Сай, 


Vix 
> 
a+ 


2745. y= SEE na, tg y = C(1 — e*)3; x = 0. 2747. у = C sen z. 2748. 222 
+ ax 


= ¥e (1 + e). 2749. 1 + у? = 2. 2750. у = 1. 2751. arctg(x + y) = x + C. 


2752. 8% +2y + 1 = 2 tg(4z + C). 2753. х + 2y -+ 3 In[2x + 3y—7] = С. 2754. 5x + 


+ 10y + C = 31n[10z — 5y + 6]. 2755. p= © ou yi=2Cx C. 
1— cos g 
a 
2756. In p = — in[eos q] + C ou In |x| — —— =C. 2757. A reta y = Cx 
2 cost q 222 


2 
ou a hipérbole y = £ . Indicação. O segmento da tangente e igual a y» + В) E 
s y 
z 


2758. уз — ҳа = C. 2759. у = Ce”. 2760. y = 2рх. 2761. y = ал%. Indicação. 
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Pela condição + = i *. Derivando duas vezes em relação a x, obtemos a 


1 == — 
equação diferencial. 2762. у? = з” 2763. у = y4 — 44+2m 24 < 
2764. Feixe de retas, у = Ах. 2765. Família de elipses szmelhantes 24º + у? = C*. 
Família de hipérboles 22 — у% = С. 2767. Família de circunferências x* + 

* 
. 2769. y = Ê _ Z , 2770. z = Ce - 
x 2 


x 


+(y—b3=b? 2768. у = х 1а 


2771. (х — С)? — у? = C; (х — 2} — y? = 4; y = + x. 2772. [2 +»-с. 


2773. у = Lag x = 0, 2774. (x? + уЗ)? (x + у) = C. 2775. y = <fi- ^ 
2776. (x + y — 1}? = C(z—y--3). 2777. 3x -y--2 In| xp y— 1] = C. 2778. in| 4x + 
+ 8y + 5| + 8у — 4x = C. 2779. x? = | — 2y. 2780. Parabolóide de revolução. 
Solução. Graças à sua simetria, o espelho procurado é uma superfície de revolução. 
A origem das coordenadas se encontra na fonte luminosa; o eixo OX é a direção do 
feixe de raios. Se a tangente a qualquer ponto M(x, у) da curva da seção feita 
pelo plano ХОУ na superfície procurada forma com o eixo OX um ângulo Ф, enquanto 
que o segmento que une a origem das coordenadas com este ponto M(x, y) forma 


um ángulo х com o mesmo eixo, teremos que tg a = tg 29 = DE. ‚ Porém, 
— teg 
tga = = ‚ tgp = y”. A equação diferencial procurada é y — y” = 2xy' e sua 
x 


solução у? = 2Cx + C*. A seção plana é uma parábola. A superfície procurada é um 
parabolóide de revolução. 2781. (x — y)? — Cy = 0. 2782. 4® = C(2y + C). 
LÀ 


2783. (2y? — „3(3 = Cx. Indicação. Partir de que a área é igual ayas 2784. y= 
2 
= Cx — xlniel. 2785. у= Cx + a3. 2786. у= Е PES с. 2787. zVT T 93 + 
x 

+ cos y=C. Indicação. A equação é linear em relação a x e = . 2788. x =Cy3— £. 
у » 

. 2790. y = i {х1 =+ arose a) EE. 2791. у= 

s E 1 

=. 2792. убай Cx) = 1. 2793. уз — ri С. 2794. = —— 
cos x x y + Cy 

2795. y*(3 + Co) = z. 2797. ху = Cy? + af. 2798. y3 + x + ay = 0. 2799. х = 

a 
= y in 2, 2800. 2 - È = 1. 2801. 2ے‎ + y: — Cy + a = 0, 2802, É + apt yit. 


a z у 
2803. хуз 4.2 C. 804.23 ау 2х + Eno. 2805, 4232-2 arctg? = C. 
3 x 


2 “es 
279. y = Č 4 Roe 


EA : a 
2806. 32 — yt— Суз. 2807. z + ye? = 2. 2808, Inj x| — É = C. 2809. À ET =C. 
x 
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2810. Lim z + Lac. 2811. (x sen y + ycos y — sen y) e? == C. 2812. (190? + 1 — 
2 


y 
س‎ 2Cy) (12 + C? — 2Су) = 0; a integral singular é 4! — у? = 0. 2813, A inte- 
gral geral € (y + C)! = 33; não há integral singular. 2814. A integral geral é 


2 a 
G -y+ c) ( — A + c) = 0; não há integral singular. 2815. A integral geral 


é y + C = 2Cx; aintegral singular é xš — y! = 0. 2816. + =$ cos PE sen x. 
aa Р + p, 2818. т Solução singular 
ycpsenpdcosp- p + С. y + pu. 
“a 
= 2p — — + С, 
уто аю. 2 STO 2820. 4y = ар шр s|= C+ . 
y = p° + 2 In p. px 
e — 2 
2821. 1n ү ЖЯ + arctg 2 =C, .م‎ Solução singular y = 22. 
y Ф 


ж == In] p | — атсзеп p + C, 
y=p+41-2 


1 
ж = Ce? — 2p +2, im io P 2 


2824. 2825. Indi QA > 
lene q кш 1 оо 


3 
2822. y = C + Š ; y = 25. asas. Í 


s| 


y= Hep? +). 


ção diferencial, da qual se determina x como função de p, é homogénea. 2826. y = 
3 
= Ся + OF; у= — = 2827 y = Cx + C; não há solução singular. 2828. y = Cx + 


+VIT G; $4 yt = 1 2829. y = Cx + = A = 4r. 2830, xy == С. 2831. Uma 


circunferência e sua familia de tangentes. 2832. O astróide 1% + у?/3 = 2, 
2833. a) Homogénea; y == xw; b) linear em relação a х; x = wv; C) linear em 
relação a y; y = uv; d) equação de Bernoulli; y = wv; e) com variáveis separáveis; 
f) equação de Clairaut; reduzi-la à forma y = жу + 4 y3; g) equação de Langran- 
ge; derivà-la em relação a x; h) equação de Bernoulli; y = мо; i) reduzível a uma 
equação com variáveis separáveis; v = z + y; j) equação de Lagrange, derivá-la em 
relação a x; 1) equação de Bernoulli em relação a x; x — sv; m) equação em diferen- 


ciais exatas; n) linear; y = wv; 0) equação de Bernoulli; y = wv. 2834, a) sen £= 


x 


= —1|xi--C; b) z= yel% 2835. 2324 yt = Су%. 2836. у = . 
` HC 


2837, эу[с- "ا ج‎ j- 1. 2838. у= Cx-F Cin C; a solução singular é у = 
= — (t). 2839. y = Cx + Y~ aC; a solução singular é y TL 2840, 3y 4 
x 


aa LLL c, ља. 10-а — aretg y — Z la (1 + у) = C. 2842. у= 


iy + h° 


30—5129 
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ES 
oir cez). 2843. x = y3(C — 678), 2844. `y = Co * + sen x — 1. 2845. y = 
= az + C|1 — ж]. 2846. y = — — (x + In] z] + C. 2847. x = Ce ? — 2a(14- sen y). 
-1 


2x 


+1 
2 
2848. Harty + Inr — 3#| y — 18] = С. 2849. 2 arctg} 


= In Cy. 
2 


2850. ا س‎ + Ce 7, 2851. 3 Ce — y — 2. 2852, ERIS 
x 


2853. y = x arcsen(Cx). 2854. y? = Ce“ + i sen x + 5 cos x. 2855, ху = С(у —.1), 


2856. x = ce (sen y + cos y). 2857. py = C(p — 1). 2858. y = Ce — y? — 


4-35-35. 2859. (zy + С) (зу + C) = 0. 2860, VA yi — Z. = C. 
y 
© vi 1 ڪڪ‎ 
GAS mp VET P8 
2861. xe! — y? = С. 2862. p 2p 2p 
y = 2px + V1 + р. 
2863. y = xeCz. 2864. 222 — yl = Суз, 2865. bis + 2| + zarg 2137 = с. 
EN 
E > P 
2866. + Се 2 + — — 2 = 0. 2867. 31 = Ce”. 2868. х + Z = C. 2869. y= 
z y 
= CD”. 280. у= Csen x а. 2871. у= Elza Ye Y 3 C, 
42 — pp x + Vara 


2872. (y — Cx) (у — +4 + C) = 0. 2873. y= Cr + 4, y = i VER 2874. э + 
+ ау — яу? — уз = C. 2875, p° + 4y! Суз. 2876. y х — 1. 2877. y = x. 
2878. y = 2. 2879. y = 0. 2880. y = T enz + cos х). 2881. y = + (ла 2541). 
2882. y = е2 + 2x — 2. 2883, a) у = x; b) у = Cx, onde С é aibitrária; o ponto 


(0;0) é o ponto singular da equação diferencial. 2884. a) yt = x; b) 3º = 2px; (0; 0) 
é o ponto singular. 2885. a) (s — С)? + y! = C*; b) não tem solução; c) а + у? = x; 
x 


(0; 0) é o ponto singular. 2886. у = e”. 2887. y = (2a + Va. 2888. y? = 1 — e7*. 
2889. + = Cs”. Indicação. Passar às coordenadas polares. 2890. 3⁄2 — 2x = 0. 
2891. r = ke. 2892. ха + (y — b)? = b?. 2893. y? + 16x = 0. 2894. A hipérbole 


y! — 22 = С ou a circunferência 4? + уа — C! 2895, y= 5 (e?+e72). Indicação. 


А E 
Partir de que a área é igual a bur: extensio do arco {угуз ds. 
9 ° 


2896. х= Ea + Cy. 2897. y? = 4C(C + a — z). 2898, Indicação. Aplicar o fato de 


ES 
ser a resultante da força de gravidade e da centrífuga, normal à superfície. 
Tomando o eixo de rotação como eixo OY e designando por « a velocidade 
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angular de rotação ,obtemos para a seção plana axial da superfície procurada a equa- 

ção diferencial 2 = etx. 2899. p = e 000167 Indicação. A pressão em cada 
а 

nível da coluna vertical de ar pode ser considerada como dependente exclusivamente 

das capas que descansam mais acima, Emprega-se a lei de Boyle-Mariotte, segundo a 

qual a densidade é proporcional à pressão. A equação diferencial procurada é dp = 


= — Ар dh. 2900. s = 1 plo. Indicação. Equação ds = ka- іж 
2 


dx, 2901. s = 
= Ë + z) kl. 2902. T = a + (T, —a)e-*', 2903. Em uma hora. 2904. q = 


4 
= 100 (5) r.p.m. 2905. Em 100 anos desintegra-se 4,2% da quantidade inicial Oo 


40 py 
Indicação, Equação Am AQ; Q= 0, (5) . 2906. tx 35,25. Indicação. 
Equação x(A* — 24) dh = (5) dt. 2907. = . Indicação. Equação dQ —AQ dh; 


> š 

3 س‎ 
9-0, B . 2908. [E quando $ — со (А é o coeficiente de proporciona- 
lidade). Indicação, Equação nã mg— МЗ, v= pe aÍ, yg . 2909.18, 1 kg. 


dx 1 x А Е 
Indicação. Equação zG- wl 2910. i= ap gg emat 


R 
Y ; 
— Io cos at) + Loe L ] Indicação. Equação n + LS = E sen oj. 2911, y = 
t 


3 
= xz In [s] Сух + Cy 2912. 1 + رع‎ = [e TE . 2913. y = In]? + C,| — 
— * +C 2914. y = C, + Cy Injz|. 2915. y = [o 2916. y = +С + Cy. 
2917. у= (1+ CB In| z + Cl Сз + Cg. 2918. (z — С) = a In| sen 22% 
a 


quando a Z 0; y — C quando а = 0. 2919. => (mia! + C, In |a] + Gy 


2920. x = x 2 |+C у= С. 221 у= Ce Ll. 2922, у= 
C, y+C, с, 
Sag [IAEE teen Z] + c, Ly = (Cit t bat oy maa y = 
1 


E 
=+1 
= (Cs — CY at + Co; y = Z ж + С (solução singular), 2925. y = Сүх(х — 


3 2 
— C) + Gy: y = É + C (solução singulas) 2926. у = ET + Сш | s| + 
+ буз + C, 2927. y = sen(C, + x) + Сух + Cy. 2928. у = 53 + 3w. 2929. y = 
-l0 0. 2930. y = z+ 1. 2931. y = Сз, 2932. y c, E, y= C. 


30* 
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2933. 2 = C, + | 22%], 2934, z = c, — L m| 2 2935. x = Cy? + 
y+G G I»xtG 5 
+9lny+C, 2936. 250 — 438-1. 2937. y — z+ 1. 2938, y= TL _ 
Ze — 1) 
е — 1 lía e+t 1 1 
— In|x]ou у= |х]. 2939. у = — 43, . y = —4%. 
í |x] ou y MAE” 4, m yy 290. y 5% 
2 
2941. у = 20°. 2942. r= + 2943. y = ef, 2944. уз = + 
e= 1 
3 
2y2 x az 
2945. y — ys y 8 2946. y= =, 2947. y = sec? z, 
P 3 3 2 + е 
2948. y = sen x + 1. 2949. y 2-3. 2950. х A 2-7. 2951. Não tem 
solução. 2952. усе. 2953. у = 2ln|v|— 2 2954. y= + I+ | 
s 2 


4 E a 
loc D + С, Solução singular y = С. 2955. у as + (C, — Ch + Cg. 


3 
Solução singular y = Е + С. 2956. у = 3 + 238 + Cur + Су. 2957. y = 


= Cy + С,0*; y= 1—62; y= — 1-+ e; sloução singular y = z= 
= 

2958. Circunferências. 2959. (x — C, — C,y! + kC} = 0. 2960. A catenária y = 

Xo 


== à cos — A circunferência (x — xq)? + У? = a*. 2961. A parábola (x — 


— a)! = 2ay — a*. A ciclóide x — x, = a(t — sen t), y = a(1— cost). 2962. ¿*Y +“ = 


d —-5 
= sec(ax + CJ. 2963. Parábola. 2964. y a e! += H E coy= 
14 


+C 
a 


= a cos h 


+ C4, onde H éa tensão horizontal constante, ¿E = а. Indicação. 
4 


A equação diferencial 6 PY 1 y: 4 (2) . 2965. A equação do movimento é 
dx 
ds 


da? H 
m = g(sen х — cos ua). A lei do movimento é s = = (sena — p cosa). 2966. s = 
f 


2 
_m k i " 4% ug A OS) + 
= ът cosh ( n m" |. Indicação. A equação do movimento é na g dài 
00 d? 
2967. Dentro de 6,45 s. Indicação. A equação do movimento é 306 = = — 100. 
1 
2968. Não; b) sim; c) sim; d) sim; e) não; f) não; g) não; b) sim. 2969. a) у” + 
+y=0; b) y"'—2y'p y=0; c) s'y" — 29у + 2y= 0; d) y — 3" + 
+ 4y'— 2y = 0. 2970. у = 3x — 522 + 223. 2971. y = — (C, sen x + G, cos x). 
x 
Indicação. Empregar a substituição, y = ууй. 2972. y = Cx + C, ln x. 2973. y = 


= 4 + Bz + хі. 2974. у = ES Ax E . Indicação. As soluções particulares da 
x 
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equação homogênea são y, = z, yel, Pelo método das variações das constantes 
x 

arbitrárias, achamos: G= Z +4; &=-® + B. 2975. y = A + Bsenz + 

+ С соз x + In|sec x + tg «| + sen x In|cos x| — x cos х. 2976. у = Сие? + Ca, 


2977. у = Co + Cu. 2978. y = Су + С". 2979. y = С, соз x + C, sen x. 
2980. y = e*(C, cos x + C, sen x). 2981. y = e7**(C, cos 3x + C, sen 3). 2982. y = 


= (C, + Cones. 2983, y = (с, 4. ce sv). 2984. Se ADO, y = CF + 


:s( ¥5 
+ cpt, se А < 0, y = C, созу kx + C, sen /—Ах. 2985. y = е Hc a 


5 E + 
+ Ce 2º) 2986. y = Š Gy cos Î „+ Casen PTT. 2987. y = 48º 4 ez, 


2988. у = е". 2989. у = sen 2x. 2990. y = 1. 2991. у = acos h Ž . 2992, y = 0, 
а 
2993. у = Сзепля. 2994. a) xe*(Ax? + Bx + С); b) А cos 2x + B sen 2s; 
с) A cos 2x + B sen 2z + Са? ez; d) e*(4 cos x + B sen x); e) (Ax? + By + C) + 
-Fose(Dx + E); 1) ОЕ Prae c 2995. y = 
+ 

= (G, + G) y + (2ê + 4x + 9. 2996. у=? C, eos 28 C n me 
Tox 34%. 2997. p= (б, + G с, 2998. y = Се? + C? + 2. 
2999. y= бе Сее + + же, 3000. у = С, cos x + C, sen x + qim 
3001. y = Ce + Cp -i (3sen2x + cos 22). 3002. у = Ce + n T 
m [o ==)” 3003. = (C, + Сиде + + وم‎ z + E že- 3 e. 3004 y= 
= C, + Сус? ee gem 2x — sen 22). 3005. у = e*(C, cos 2х + C, sen 2л) + 


+Š e sen 2r. 3006. y = cos 29 + + (sen x + sen 22). 3007. 1) ғ = С, cos ot + 


+ С, sen ot + 4 sen pi; 2) z = C, cos at + C, sen of — E £ сово 3008. у= 
e? — 
8 

= Cy + Сы — vett, 3009. PAL зет 3010. y = &"(C, + 
j 3011. و‎ = Gr dard 3012, y = Ce + CA س‎ 
و‎ + (8 cos 2s + sen 25). 3013. ae Н Sa. 4014. y= 
= C, + E + Зе — x — 33. 3015. y = (C, + Car + i ауе + i^ 3016. у= 
= (G, cos 3# C, sen 34) 0% + Û (sen 32 + 6 сов 33) + E. 3017. у= (C +C + 
s+1 1 = z 
c 


3018. = С, + С, — — (cos x + 3sen ж) — — — — 
EL TN ird 


+ Ай) eem 
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3019. y = TU +l- z — zi. 3020. y = Ce + C,277— x sen x — cos x. 
ат 
3021, y = C,e79 + C°? — 55 (sen 2z+2 cos 22). 3022. у = C, соз 24 + C, sen 2x — 
mE (3 sen 2x + 2 cos 2x) + + - 3023. у =e*(C, cos x + C, sen x — 2x cos x). 
4 
3024. y = Си + Curt + + (жа —3)&. 3025. y = C, cos 3x + C, sen 3⁄ + 
1 1 1 i i 
— z sen x — — cos x + — (3x — 1) 232. 3026. y = Ce + Cg + — (2 - 
+ T zenz- Sç и ( ) y s 22 " ( 
— 3з) + E (252 — x)e37. 3027. y = C, + С„%* — 2xe* — i. — iA 3028. у = 
= (s + Су + z) ёт, 3029. y = Co + Се — + (na) es + x Qu + 
x Pad ж 
+ 32) e. 3030. у = C, cos x + С, sen x + T cos x + x sen x — ri cos 3x + 
+ Ž son 3x. Indicação. Transformar o produto de cossenos em soma de cossenos. 


3031. y = Сү”? 4 Cul? + vez зеп z + ecos z. 3032. y = C, cos x + C, sen x+ 
+ cos x'in ez + . 3033. y = C cos x + Casen a + sen 4-1 |tg Z|. 


3034. y = (C,--Cax) ё® + xe” In] x]. 3035. y = (С, Ся) + хе In] yj. 3036. y= 
= Су cos x + C, sen x + x sen x + cos z In| соз х]. 3037, y = C, cos x + C¿senx— 
~ ж соз ж + sen ж ln |зепж|. 3038. a) y = Ce? + C? + (6% + 6%) arctg e; 


b) y = cur? + cor? +e”. 3040. A equação do movimento é &(=)- 2- 
£ 
e 2g sen 304 — 60 Vg sen Vg š 
g — 900 
Se contarmos x a partir da posição de repouso da carga, então E ж'' = A—h(x, + 


— R(x 42) 4-1); T= ^2. 3041. х cm. Indicação. 


£ 
+ x — у — ñ, onde x, é a distância do ponto de repouso da carga até o ponto 
inicial de suspensão da mola, ¿ é o comprimento da mola em estado de repouso; 


portanto A(x¿ — D = 4, donde, a = —k(z — y), onde А = 4, g = 981 cm/s. 
€ 


dix 2» dis 
3042. mg = МВ — л) — Ab + а), *=c cos (1/2) 3043. 6 75 = 68: t= 


= |556 +039). 3044. а) у= £ (z 4279); b) r= % (ul gut, 
E 2 Zu 


Indicação. A equação diferencial do movimento é = = oir, 3045. y = C, + 


+ Суе® Суй. 3046, y = G, + Сие + Су®. 3047. у = CE + (шее Ls + 


+ Сз sen 3.) 3048. у= C, + C Cu Со. 3049, y = (C, + 
+ Cat + Cal). 3050. у = e%(C, cos x + С, зеп x) + e7*(C, cos x + C, sen s). 


Unter si aae regera À 1S 
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3051. y = (C, + Сух) cos 2 + (C, + Сах) sen 25. 3052. у = С, + Св + 
* = 
+? e — T С, sen 15. 
3054. у = Ce"? + Co“? + С, cos ах + C, sen ах. 3055, у = (C, + Cax) n + 
+ (Ca + Car) e-V3*. 3056. y = G, + Cax + С, cos ax + C, sen ax. 3057. y = C, + 
+ Car + (C, + C.a) e77. 3058. y = (C,-- Сул) cos x + (C, + C,z) sen ж. 3059. y == 
A 
= €, + Cor +. + Cna). 3060. y = C, + Car + (s + С + Bu 


3061. y = C, Са кїз + et + L PES ¿"+ (С, + Сух) е“. 3062. у= 


+) . 3053. y = (C, + C43) e? + (C, + Cox) e”. 


= Сиз + (с, cos Es + C, sen 32,) — 8-5. 3063. y = C, + Car + 
Op Сус + ل‎ cos 4x — sen 44). 3064. у = Cie + Ca + Cas + ھوک‎ 


last at per PM 5 . 3065. у = C,e-* + С, cos x + С, sen x + 
з 12 2 4 * i Ы 

а (63). з. у = с, + Ca cos x + Су sen # + seo x + cos x Inl cos al — 
y3 |n V3 J 


Y . == 72| с-н w a: - 
tg x:senz + x sen x. 3067. y —e* + е — +75 sen > + x —2. 


3068. y = (C, + C, In x) L, 4>0. 3069. y = Cu + Y, 3070. y = C, cos(21n a) + 
x x 
+ С, sen(2 In а), 2» 0. 3071. y = Cay + Cp + Сый. 3072, у = C, + C,(3# + 
4 2) — 4/3. 3073. y Cui + 2. 3074. y = C, cos(ln а) + Casen(ln а), # > 0. 
x 


3075. y = C43? + Cos! + I z, 3076. y = (z + B%[C, + C, In (z + 0] + (z + 9 

x> —L 3077. y = x(In x + Ini x), x 20. 3078. y = C, cos x + Cysen z, z = 

= С, cos x — С, sen z. 3079. y=e""(C, cos x + C, sen x), £ = i 6-2) (С, — 

— 261) cos x — (C, + 2Cy) зеп х]. 3080. y = (C, — C,— Су)", z = (Сүз Cg). 
t 


3081. x = C, + e (eos + + cy sen 03. ): 


u 
У = Су? + е (епа a Hut sta. G x sen E ), 


t 
-—— /3 
z = C, + e (SBC LE Ey B-A . sen 9 
3082, x = Ce" + Cg", «TES , = — (С, + Cg е + Cut. 
3083, у = С, + Gt — Lh + X, fer C EL س م س‎ 


3084. y = C, +Cx+2senzx, z = — 2С, — С,(2х + 1) — 3 sen z — 2 cos x. 
3085. у = (C, — 2C, — 2C,x)e-* — 6x + 14, z == (C, + Ce? + 5 — 9; C, = 9; 
C,= 4, y = 141 677) — 2s(3 + 4677), z = — 9(10 — 672) + x(5 + 4-5). 

3086, x = 1059! — Be — $ + 6t 1; y = — 208% + 84% 13! + 12 # + 10. 
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du yc AS 
(С, — z C;,— ж 

b) ny T y: =arctg > + C, —  C,. 1 
; P 1 yi а. Indicação. Integrando a equação 

ی 4 

homogênea = = руу achamos a primeira integral in + yî = arctg 7 + С 
VEZ * 

A seguir, utilizando as propriedades das proporções das derivadas, teremos 


xdx+ydy 

A, Donde In z: = In(z* шо:‏ = —= ——-= س 

z sy) yx» — S4» int + 39) + In е, 

3 

portanto, ET o €) + + y + z = 0, sš + y? + 22 = б. Indicação. Utilizando 

as propriedades das proporções derivadas, teremos: € = ME کے‎ 
dx + dy + di yar dy A) 

= % TO. donde.ds-+dy+dr=0, e, portanto, z + y +z== C. Analogamente 


d; 
sds 2 y dy = zdr = AAA EA Q НҮ НҮ Үү ү" 
җу—) ус ж) asy) 0 


а + y3 + ۾‎ = C, Isto é, as curvas integrais são as circunferências ж + y + £ = 
= С $ + y? + 42 = C, Das condições iniciais # = 1, y = 1, z= — 2, teremos 
que C, = 0, C, = 6. a 
3089. y = Gu? + 2 — IS ats — 212 a), 

ж 


С, x 
= 1— 2Cr + 2 + = (3 In x + In z — 1). 
з bulo Sueno + ) 


3090. y = CV Сат + C, cos z + C, sen z + e — 24, 
s= = се! -op Io Crema Siena et = 


4 
-h) x ( ZA 
sn, sm temm (1,87), amas eer mt - 6) me. 
k k k 
do, duy Я аай 
Solução. m E = — kug; a — hey — mg, quando as condições iniciais 
q 
são ло == yo = 0, 0, = Yo cos Œ, yy, = to Sen a quando ¢ == 0. Integrando, obtemos: 
A 
5i = 


= k 
ug = 0. COS ше I" , kuy + mg = (kus sena + mg) e ^, 3092. abies у, 


Ym a 2y2 
y= vrm еп A, LIU а 1. Indicação. As equações diferenciais do 
Li ym a mui 


movimento são: m Pr т РУ ру. 3093. y = — 2 — 2x — 42. 
de а 
3094. qu [+ jaen ziv 3098. у Tp ist rt x^ 
9 21 1 1 2 
— MA — = + --. 3096. у = لړ‎ ж -——t— А 
+3 E 320 + 7 3 7-9 7-11-27 


2 A д 
3097. y = x + Ds Es ET + ...; a série é convergentequando — 1< z< 1. 
TERETE! 
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A a a 
3098. y = #— شی‎ ———— 4 
(192.2  QQ-3 (31-4 
—0w < x < + œ. Indicação. Emprega-se o método dos coeficientes indeterminados. 


1 1-4 1-4-7 
3099, y =1= Ç + $i z- 


— cç < x < + c. 3100. y = 


-.; a série converge quando 


A9 + ...; a série é convergente quando 


sen 
= . Indicação. Emprega-se o método dos coeficien- 


^4 в 
tes indeterminados. 3101. y=1- 2 + preta Fi a série é 
28 22. 43 22.42.62 


convergente quando |ж] < + со. Indicação. Emprega-se o método dos coeficien- 


1 2 9 
tes indeterminados. 3102. ж = а|1— -— ё + pt — + 3 8... 
21 41 61 8! 
ant я ç 
3103. u = 4 cos T sen Ex + Indicação. Usar as condições: «(0, $) = 0, мі, t) = 0, 
© 
2, 5 
ада, 0) = 4 sen FE, 0 a 3104, и = 21 5 losen QE + благ, 


et ria {25 + 1) 1 


0 
xsen guam . Indicação. Usar as condições: «(0, £) = 0, w(l, t) = 0, u(z, 0) = 0, 


o 
Luz, 0) = 1. 3105. u sh 1 sen RE og RE sent, Indicação. Usar as condições: 
a nen 2 і А 
дщ», 0) DE paso > r< Z: 
+, 
UT 0, «(0, f) = 0, w(L1) = 0, w(x,0) = j 
2h 1-5) para — < z < L 
H 2 
o 
3106. u= » А» cos ¡Laa sen k , onde os coeficientes Ay = 
n=0 
1 
EO 
=54 : sen Lo Y qr = = r= - Indicação. Usar as condições: 
» + 
0 
«(0, 9 = 0, Dull, f) =0 u(x, 0) = z ; ди(х, 0) ENS 
dx i o 
ux] 
400 9 1 "xx EE. А ds 
3107. u s > — (1 — cos sere) sen ^ . Indicação, Usar as condições: 
T 


(0,1) = 0, w(100, 1) = 0, u(x, 0) = 0,01x(100 — х). 


Capítulo X 


3108. a)< 1”; «0,002395; b) < Imm; «0,2695; c) < ig; < 0,001695. 3109. a) 0,05; 
< 002195; b) < 0,0005; < 1,45%; c) < 0,005; < 0,16%. 3110. а) 2 cifras; 
18-103 ou 49. 103, já que o número está compreendido entre 47 877 e 48 845; 
b) 2 cifras; 15; c) 1 cifra; 6 · 10%, Praticamente, o resultado deve ser escrito na for- 
ma (5,9 + 0,1)- 102. 3111. a) 29,5; b) 1,6 - 102; c) 43,2. 3112. a) 84,2; b) 18,5 ou 
18, 47 + 0,01; c) o resultado da substração não tem cifras exatas, já que a diferença 
é igual a um centésimo e o valor possível do erro absoluto é também un centésimo. 
3113*. 1,8 + 0,3 cm?. Indicação. Utilizar a fórmula do acréscimo da área do quadrado. 


31—5129 
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3114. a) 30,0 + 0,2; b) 43,7 + 0,1; с) 0,3 + 0,1. 3115. 19,9 + 0,1 mê. 3116. a) 1,1295 + 
+ 0,0002; b) 0,120 + 0,006; с) o quociente pode oscilar entre 48 e 62. Portanto, na 
anotação do quociente não se pode considerar exata nenhuma cifra decimal. 
3117. 0,480. A última cifra pode oscilar em uma unidade. 3118. a) 0,1729; b) 277-102; 
c) 2. 3119. (2,05 + 0,01) + 103 cm?, 3120. a) 1,648; b) 4,025 + 0,001; c) 9,006 + 
+ 0,003. 3121. 4,01 - 10? cm*. O erro absoluto é 6,5cm?, O erro relativo 0,16%. 
3122. O cateto é igual a 13,8 + 0,2 cm; sena = 0,44 + 0,01; а = 26°15’ + 35". 
3123. 2,7 + 0,1. 3124. 0,27 ampère. 3125. O comprimento do pêndulo deve ser medido 
com precisão de até 0,3 ст; os números xe q devem ser tomados com três cifras (segundo 
o princípio das influências iguais). 3126. Os raios e a geratriz devem ser medidos com * 
um erro relativo de 1/300. O número m deve ser tomado com três cifras (segundo о 
princípio das influências iguais). 3127. A grandeza I deve ser medida com precisão 
de 0,2% e com precisão de 0,7% (segundo o princípio das influências iguais). 
3128. 


E y ay | ay | n | Aty Ay 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 — 774 — 136 174 120 24 
7 —910 38 294 144 

8 —872 332 438 

9 —540 770 

10 230 B 
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Indicação, Calcular os primeiros cinco valores de y e, uma vez obtido Aly, = 24, re- 
pitir este número 24 por toda a coluna das quatro diferenças. A seguir, preencher o 
restante da tabela mediante operações de soma (avançando da direita para a esquerda). 
3131. a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; b) 0,229; 0,399; 0,491; 0,664. 3132. 0,1822; 0,1993: 


1 
0,2165; 0,2334; 0,2503. 3133. 1 + x + 2 + х3. 3134. y = E a — EL a+ 53 2% — 


48 24 
ma 5; # + 8; уях 22 quando x = 5,5; y = 20 quando x zz 52. Indicação. Ao 
12 


calcular x рага у = 20 fazer y= tl, 3135. O polinômio de interpolação é 
y=x*-=1% +1; у= 1 quando x = 0. 3136. 158 kgf (aproximadamente). 


1 
“3137. a) y(0,5) = — 1, y(2) = 11; b) (0,5 = — = у@) = — 3. 3138. — 1,325, 


3139. 1,01, 3140. — 1,86; — 0,25; 2,11. 3141. 2,09. 3142. 2,45; 0,019. 3143. 0,31; 
4. 3144, 2,506. 3145. 0,02. 3146. 0,24. 3147. 127. 3148. — 188; 0,35; 1,53. 
3149, 1,84. 3150. 1,31; — 0,67. 3151. 7,13. 3152. 0,165, 3153. + 173 e 0. 3154, 1,72. 
3155, 1,38. 3156. х = 0,83; y = 0,56; x = —0,83; у= —0,56. 3157. 172167; y 1,22. 
3158, 4,493. 3159. + 1,1997. 3160. Pela fórmula dos trapézios; 11, 625; pela fórmula 
de Simpson: 11,417. 3161. — 0,995; — 1; 0,005; 0,595; A = 0,005, 3162. 0,3068 ; 
A == 1,3 - 1075, 3163. 0,69. 3164. 0,79. 3165. 0,84. 3166. 0,28. 3167. 0,10. 3168. 161. 
3169. 1,85. 3170, 0,09. 3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93. 3175. 1,29. Indi- 
cação. Utilizar as equações paramétricas da elipse x = cost, y = 0,6222 sent e trans- 


formar a fórmula do comprimento do arco na forma yi — el cos? (- dl, onde ¢ é a 


e س‎ sa 


? 3 
excentricidade da elipse. 3176. у(х) = =. sas) = L ade 3 э(®) = е, + 


a? 241 ES 23 » Заз 
LT . 3177. уа) = I x EA 
ta Fo T 555 mms жнр NE 
3 a 
em LER уз, zal) = 3x — 2, ab) = E 204 35 2, 


3 
z (z) = = — 231 + 3x — 2. 3178. у(х) = z, у(х) = z — T , (z) = z — = + 


5 
+y 3179. (1) = 3,36. 3180. y(2) = 0,80, 3181. y(D = 3,72; (1) = 2,72 


3182. y = 1,80. 3183. 3,15. 3184. 0,14. 3185. »(0,5) = 3,15; 2(0,5) = — 3,15. 
3186. y(0,5) = 0,55; 2(0,5) = — 0,18. 3187. 1,16. 3188, 0,87. 3189. «(л = 3,58; 
X'(n) = 0,79. 3190. 429 + 1739 cos x — 1037 sen x — 6321 cos 2x + 1263 sen 2x — 
— 1242 cos Зх — 33sen 3x. 3191. 6,49 — 1,96 cos x + 2,14 sen x — 1,68 cos 2x + 
-+0,53 sen 2x — 1,13 cos 3x + 0,04 sen 3x. 3192. 0,960 + 0,851 cos x + 0,915 sen x + 
+ 0,542 cos 2x + 0,620 sen 2x + 0,271 cos 3x + 0,100 sen 3x. 3193. a) 0,608 sen x + 
+ 0,076 sen 2x + 0,022 sen 3x; b) 0,338 + 0,414 cos x + 0,111 cos 2x + 0,056 cos 3x. 


31* 


APÊNDICES 
1. Alfabeto grego 


Ах alfa Ну eta Nv ni Tr tau 

Bp beta Q0 teta БЕ csi Yo ipsilon 

Ty gama li iota Oo бшісгоп Фр fi 

AS delta Kx capa Пт pi Xx qui 

Ee epsflon AX lambda Pp ro Wq psi 

ZE zeta Mu mi Ec sigma Qo ômega 

II. Algumas constantes 
Grandeza | x | gx | Grandeza z | lx 
1 
т 3,14159 0,49715 n 0,36788 1,56571 
e 

2x 6.28318 0,79818 e 7,38906 0,86859 
A 1,57080 0,19612 Ve 1,64872 021715 
т 0,78540 1,89509 y: 1,39561 0,14476 
E 0,31831 1,50285 M=lge 0,43429 1,63778 
т 
ni 9,86960 0,99430 x =1а10 | 2,30258 0,36222 
Vr 1,77245 0,24857 1 rad. 579174577 
YF 1,46459 0,16572 arc 1° 0,01745 2,24188 
s 2,71828 0,43429 g 9,81 


0,99167 


PUERRO vt 
“hd: be 
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ПІ. Valores inversos, potências, raizes e logaritmos 


Yz 


Yio: 


5 e Free to 
Y; | Voz | Vior] qua laz 
| tissas) 


TS 


Vo Ou auo 


ONNENN que qua tt pá qua 


Хо со Ou oto 


aa Ni o 


SL ppp. әрә 


burho Vea 


FA 
о bo u a 


uh А‏ هرر مایا ما ها ها 


motas 


1,000] 1,000 1,000 | 1,000 | 3,162; 1,000, 2,154 | 4,642; 0000 10,0000 
0,909| 1,210 1,331] 1,049 | 3,317; 1,032| 2,224] 4,791| 0414 10,0953 
0,833| 1,440 1,728) 1,095| 3,464| 1,063| 2,289] 4,932] 0792 10,1823 
0,769| 1,690 2,197| 1,140) 3,606] 1,091, 2,351] 5,066| 1139 |0,2624 
0,714| 1,960 2,744| 1,183; 3,742| 1,119] 2,410; 5,192] 1461 10,3365 


0,667| 2,250 3,375| 1,225] 3,873| 1,145] 2,466| 5,313| 1761 [0,4055 
0,625| 2,560 4,096 | 1,265| 4,000| 1,170| 2,520| 5,429| 2041 [0,4700 
0,588| 2,890 4,913| 1,304| 4,123| 1,193] 2,571] 5,540| 2304 [0,5306 
0,556| 3,240 5,832| 1,342] 4,243] 1,216 | 2,621| 5,646| 2553 |0,5878 
0,526 | 3,610 6,859 | 1,378 | 4,359 | 1,239 | 2,668 | 5,749| 2788 |0,6419 


0,500 | 4,000 8,000 | 1,414) 4,472 | 1,260] 2,714! 5,848| 3010 |0,6931 
0,476] 4,410 9,261| 1,449; 4,583 | 1,281) 2,7591 5,944| 3222 |0,7419 
0,454] 4,840] 10,65 | 1,483/ 4,690] 1,301, 2,802, 6,037) 3424 |0,7885 
0,435; 5,290] 12,17 | 1,517] 4,796] 1,320] 2,844! 6,127] 3617 10,8329 
0,417] 5,760] 13,82 | 1,549] 4,899 | 1,339] 2,884; 6,214| 3802 10,8755 


0,400; 6,250] 13,62 | 1,581] 5,000] 1,357] 2,924] 6,300] 3979 |0,9163 
.0,385| 6,760] 17,58 | 1,612] 5,099] 1,375] 2,962] 6,383] 4150 [0,9555 
0,370] 7,290] 19,68 | 1,643] 5,196 | 1,392] 3,000 | 6,463] 4314 10,9933 
0,357] 7,840] 21,95 | 1,673] 5,292] 1,409] 3,037| 6,542| 4472 | 1,0296 
0,345] 8,410] 24,39 | 1,703] 5,385| 1,426 | 3,072] 6,619| 4624 |1,0647 


0,333) 9,000| 27,00 | 1,732] 5,477| 1,442 | 3,107| 6,694] 4771 | 1,0986 
0,323] 9,610| 29,79 | 1,761| 5,568] 1,458] 3,141] 6,768| 4914 | 1,1314 
0,312] 10,24 32,77 | 1,789] 5,657 | 1,474| 3,175: 6,840] 5051 |1,1632 
0,303 | 10,89 35,94 | 1817| 5,745; 1,489] 3,208| 6,910; 5185 1,1939 
0,294 | 11,56 39,30 | 1,844] 5,831] 1,504] 3,240! 6,980! 5315 | 1,2238 


0,286 | 12,25 42,88 | 1,871| 5,916 | 1,518] 3,271| 7,047| 5441 |1,2528 
0,278 | 12,96 46,66 | 1,897| 6,000] 1,533] 3,302| 7,114| 5563 12809 
0,270 | 13,69 50,65 | 1,924 | 6,083 | 1,547 | 3,332] 7,179] 5682 | 1,3083 
0,263 | 14,44 54,87 | 1,949] 6,164] 1,560 | 3,362] 7,243] 5798 | 1,3350 
0,256 | 15,21 59,32 | 1,975| 6,245| 1,574| 3,391] 7,306] 5911 |1,3610 


0,250 | 16,00 64,00 | 2,000, 6,325| 1,587| 3,420] 7,368| 6021 | 1,3863 
0,244 | 16,81 68,92 | 2,025| 6,403| 1,601] 3,448] 7,429| 6128 |1,4110 
0,238 | 17,64 74,09 | 2,049] 6,481| 1,613] 3,476 | 7,489 6232 11,4351 
0,233 | 18,49 79,31 | 2,074| 6,557| 1,626] 3,5031 7,548] 6335 | 1,4586 
0,227 | 19,36 85,18 | 2,098} 6,633| 1,639] 3,530! 7,606| 6435 | 1,4816 


0,222 | 20,25 91,12 | 2,121| 6,708| 1,651| 3,557| 7,663] 6532 1,5041 
0,217/21,16 97,34 | 2,145! 6,782] 1,663] 3,583] 7,719] 6628 | 1,5261 
0,213] 22,09 | 103,8 2,168| 6,856| 1,675] 3,609} 7,775] 6721 | 1,5476 
0,208 | 23,04 | 110,6 2,191] 6,928 | 1,687; 3,634] 7,830| 6812 [1,5086 
0,204 | 24,01 | 117,6 2,214) 7,000 | 1,698] 3,659 7,8841 6902 | 1,5892 


0,200 | 25,00 | 125,0 2,236 | 7,071) 1,710] 3,684] 7,937] 6990 [1,6094 
0,196 | 26,01 | 132,7 2,258! 7,141] 1,721] 3,708| 7,990] 7076 | 1,6292 
0,192/27,04 | 140,6 2,280| 7,211] 1,732) 3,733] 8,041] 7160 | 1,6487 
0.189] 28,09 | 148,9 2,302 | 7,280] 1,744 | 3,756 8,093) 7243 | 1,6677 
0,185] 29,16 | 157,5 2,324] 7,348] 1,754| 3,780| 8,143| 7324 | 1,6864 
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Continuação 
= 

elu | pela тє | y | ya 
5,5] 0,182] 30,25 | 166,4 1,765| 3,803 
5,6| 0,179| 31,36 | 175,6 1,776 | 3,826 
5,71 0,175| 32,49 | 185,2 1,786 | 3,849 
5,8] 0,172| 33,64 | 195,1 1,797 | 3,871 
5,91 0,169] 34,81 | 2054 1,807 | 3,893 
6,01 0,167] 36,00 | 216,0 1,817| 3,915 
6,1| 0,164| 37,21 | 227,0 1,827 | 3,936 
6,2| 0,1611 38,44 | 238,3 1,837! 3,958 
6,3| 0,159 | 39,69 | 250,0 1,847 | 3,979 
6,4] 0,156 | 40,96 | 262,1 1,857 | 4,000 
6,51 0,154| 42,25 | 274,6 1,866 | 4,021 
6,6 | 0,1511 43,56 | 287,5 1,876, 4,041 
6,7| 0,149] 44,89 | 300,8 1,885| 4,062 
6,81 0,147| 46,24 | 314,4 1,895, 4,082 
69 0,145] 4761 | 328,5 1,904 | 4,102 
7,0] 0,1431 49,00 | 343,0 1913 4,121 
71|0,MI| 5041 | 357,9 1922| 4,141 
72| 0,139] 51,84 | 373,2 1,931| 4,160 
73| 0,17, 53,29 | 389,0 1,940 | 4,179 
74] 0,135 | 54,76 | 405,2 1,949 | 4,198 
7,5| 0,133] 5625 | 421,9 1,957 | 4217 
76| 0,132] 57,76 | 439,0 1.966 | 4236 
7:7 | 0,130] 59,29 | 456,5 1975| 4,254 
78| 0,128| 60,84 | 4746 1983 | 4273 
79| 0,127! 62,41 | 493,0 1,992 | 4291 
80] 0,125! 64,00 | 512,0 2,000| 4,309 
8,1) 0,123] 65,61 | 531,4 2,008 | 4,327 
8,2] 0,122| 67,24 | 551,4 2,017| 4,344 
8,3] 0,120| 68,89 | 571,8 2,025 | 4,362 
8,4 | 0,119| 70,56 | 592,7 2,033 | 4,380 
8,51 0,118 | 72,25 | 614,1 2,041 | 4,397 
8,6 | 0,116] 73,96 | 636,1 2,049 | 4,414 
8,7 | 0,115} 75,69 | 658,5 2,057 | 4,431 
8,8 | 0,1141 77,44 | 681,5 2,065 | 4,148 
8,91 0,112] 79,21 | 705,0 2,072 | 4,465 
9,01 0,111] 81,00 | 729,0 2,080 | 4,481 
9,1) 0.110! 82,81 | 753,6 2,088 | 4,498 
9,2 | 0,109] 84,64 | 778,7 2,095 | 4,514 
9,31 0,108] 86,49 | 804,4 2,103) 4,531 
9,4| 0,106| 88,36 | 830,6 2,110 | 4,547 
9,51 0,105] 90,25 | 857,4 2,118 | 4,563 
9,6| 0,104| 92,16 | 884,7 2,125 | 4,579 
9,7 | 0,103] 94,09 | 912,7 2,133 | 4,595 
9,8 | 0,102] 96,04 | 941.2 2,140 | 4,610 
9,9] 0,101! 98,01] 970,3 2,147 | 4,626 
10,0 | 0,100 | 100,00 |1000,0 2,154| 4,642 
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IV. Funções trigonométricas 

P "rad T sens tgr ctga cos x 
0 0,0000 0,0000 0,0000 со 1,0000 1,5708 90 
1 0,0175 0,0175 0,0175 | 57,29 0,9998 1,5533 89 
2 0,0349 0,0349 0,0349 | 28,64 0,9994 1,5359 88 
3 0,0524 0,0523 0,0524 | 19,08 0,9986 1,5184 87 
4 0,0698 0,0698 0,0699 | 14,30 0,9976 1,5010 86 
5 0,0873 0,0872 0,0875 | 11,43 0,9962 1,4835 85 
6 0,1047 0,1045 0,1051 9,514 0,9945 1,4661 84 
7 0,1222 0,1219 0,1228 8,144 0,9925 1,4486 83 
8 0,1396 0,1392 0,1405 7,115 0,9903 1,4312 82 
9 0,1571 0,1564 0,1584 6,314 0,9877 1,4137 81 
10 0,1745 0,1736 0,1763 5,671 0,9848 1,3963 80 
11 0,1920 0,1908 0,1944 5,145 0,9816 1,3788 79 
12 0,2094 0,2079 0,2126 4,705 0,9781 1,3614 78 
13 0,2269 0,2250 0,2309 4,331 0,9744 1,3439 77 
14 0,2443 0,2419 0,2493 4,011 0,9703 1,3265 76 
15 0,2618 0,2588 0,2679 3,732 0,9659 1,3090 75 
16 0,2793 0,2756 0,2867 3,487 0,9613 1,2915 74 
17 0,2967 0,2924 0,3057 3,271 0,9563 1,2741 73 
18 0,3142 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 1,2566 72 
19 0,3316 0,3256 0,3443 2,904 0,9455 1,2392 71 
20 0,3491 0,3420 0,3640 2,747 0,9397 1,2217 70 
2+ 0,3665 0,3584 0,3839 2,605 0,9336 1,2043 69 
22 0,3840 0,3746 0,4040 2,475 0,9272 1,1868 68 
23 0,4041 0,3907 0,4245 2,356 0,9205 1,1694 67 
24 0,4189 0,4067 0,4452 2,246 0,9135 1,1519 66 
25 0,4363 0,4226 0,4663 2,145 0,9063 1,1345 65 
26 0,4538 0,4384 0,4877 2,050 0,8988 1,1170 64 
27 0,4712 0,4540 0,5095 1,963 0,8910 1,0996 63 
28 0,4887 0,4695 0,5317 1,881 0,8829 1,0821 62 
29 0,5061 0,4848 0,5543 1,804 0,8746 1,0647 61 
30 0,5236 0,5000 0,5774 1,732 0,8660 1,0472 60 
31 0,5411 0,5150 0,6009 1,6643 0,8572 1,0297 59 
32 0,5585 0,5299 0,6249 1,6003 0,8480 1,0123 58 
33 0,5760 0,5446 0,6494 1,5399 0,8387 0,9948 57 
34 0,5934 0,5592 0,6745 1,4826 0,8290 0,9774 56 
35 0,6109 0,5736 0,7002 1,4281 0,8192 0,9599 55 
36 0,6283 0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 0,9425 54 
37 0,6458 0,6018 0,7536 1,3270 0,7986 0,9250 53 
38 0,6632 0,6157 0,7813 1,2799 0,7880 0,9076 52 
39 0,6807 0,6293 0,8098 1,2349 0,7771 0,8901 51 
40 0,6981 0,6428 0,8391 1,1918 0,7660 0,8727 50 
41 0,7156 0,6561 0,8693 1,1504 0,7547 0,8552 49 
42 0,7330 0,6691 0,9004 1,1106 0,7431 0,8378 48 
43 0,7505 0,6820 0,9325 1,0724 0,7314 0,8203 47 
44 0,7679 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 0,8029 46 
45 0,7854 0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 0,7854 45 

X = arc a? 

cos x ctg x tg x sen x (radianos) x 
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V. Funções exponenciais, hiperbólicas e trigonométricas 


0,6 


11 


13 


16 


2,0 


25 


32 


35 


e es senha coshx tghs sen x coss 
1,0000 1,0000 | 0,0000 1,0000 | 0,0000 0,0000 1,0000 
1,1052 0,9048 0,1002 1,0050 0,0997 0,0998 0,9950 
1,2214 0,8187 | 0,2013 10201 | 0,1974 0,1987 0,9801 
1,3499 0,7408 0,3045 1,0453 0,2913 0,2955 0,9553 
1,4918 0,6703 0,4108 10811 0,3799 0,3894 0,9211 
1,6487 0,6065 0,5211 1,1276 0,4621 0,4794 0,8776 
1,8221 0,5488 0,6367 1,1855 0,5370 0,5646 0,8253 
2,0138 0,4966 0,7586 1,2552 0,6044 0,6442 0,7648 
2,2255 0,4493 0,8881 1,3374 0,6640 0,7174 0,6967 
2,4596 0,1066 1,0265 1,4331 0,7163 0,7833 0,6216 
2,7183 0,3679 11752 1,5431 0,7616 0,8415 0,5403 
3,0042 | 0,3329 1,3356 1,6685 0,8005 0,8912 0,4536 
3,3201 | 0,3012 1,5095 1,8107 0,8337 0,9320 0,3624 
3,6693 | 0,2725 1,6984 1,9709 | 0,8617 0,9636 0,2675 
4,0552 | 0,2466 1,9043 | 2,1509 | 0,8854 0,9854 0,1700 
4,4817 | 0,2231 | 2,1293 | 2,3524 | 0,9051 0,9975 0,0707 
4,9530 | 0,2019 | 2,3756 | 2,5775 0,9217 0,9996 | —0,0292 
5,4739 | 0,1827 | 2,6456 2,8283 0,9354 0,9917 | —0,1288 
6,0496 0,1653 | 2,9422 | 3,1075 0,9468 0,9738 | —0,2272 
6,6859 | 0,1496 3,2682 | 3,4177 0,9562 0,9463 | —0,3233 
7,3891 0,1353 3,6269 | 3,7622 | 0,9640 0,9093 | —0,4161 
8,1662 0,1225 4,0219 4,1443 0,9704 0,8632 | —0,5048 
9,0250 0,1108 4,4571 4,5679 0,9757 0,8085 | —0,5885 
9,9742 | 0,1003 4,9370 | 5,0372 | 0,9801 0,7457 | --0,6663 

11,0232 0,0907 5,4662 5,5569 0,9837 0,6755 | —0,7374 
12,1825 0,0821 6,0502 6,1312 0,9866 0,5985 | —0,8011 
13,4637 | 0,0743 | 6,6947 | 6,7690 | 0,9890 0,5155 | —0,8569 
14,8797 0,0672 7,4063 7,4735 0,9910 0,4274 | —0,9041 
16,4446 0,0608 8,1919 8,2527 0,9926 0,3350 | —0,9422 
18,1741 0,0550 9,0596 9,1146 0,9940 0,2392 | —0,9710 
20,0855 | 0,0498 | 10,0179 | 10,0677 | 0,9950 0,1411 | —0,9900 
22,1979 | 0,0450 | 11,0764 | 11,1215 | 0,9939 0,0416 | —0,9991 
24,5325 0,0408 | 12,2459 | 12,2366 0,9967 | —0,0584 | —0,9983 
27,1126 | 0,0369 | 13,5379 | 13,5748 | 0,9973 | —0,1577 | —0,9875 
29,9641 0,0334 | 14,9654 | 14,9987 0,9978 | —0,2555 | —0,9668 
33,1154 0,0302 | 16,5426 | 16,5728 0,9982 | —0,3508 | —0,9365 
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VI. Algumas curvas (para consulta) 


МЛ ч 


1. Parábola 2. Parábola cúbica 3. Hipérbole equiaxial 


= д2. = a 1 
» y EAE 
х 


ү 
1 
—.. Ж 
0 1 T 
4. Gráfico da função 5. Curva de Agnesi 
fracionária y = ЗЕ . yc 1 . 
a 14 = 
Y 
0 Х 
0 x 
6. Parábola (ramo superior) 7. Parábola cúbica 


y -Ys. y -Ys. 
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Ü 


$4. Parábola de-Neile 8b. Parábola semicúbica 


3 ж = {%, x = I, 
= x" ou 2 = x? ou 
5 U n y a 
Y, 
1 


9. Sinusóide e co-sinusóide 
у == зеп x e y = СОЗ z. 


10. Tangentóide e co-tangentóide 
y=tgr e у= ctg 7. 
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1 
H 
H 


y-Arctos г 


Jearctos z 
J-arcsen z 
X x 
#=Arrtos г 
g-Arcsen z 


12. Gráficos das funçëes trigonométricas inversas 


y = Атсѕеп x e y = Arccos x. 
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y YA 
н 
КА E | 
2 м, і 
т : y=4Arttgz ' 
d 
A dius z 1 y=Arectg z 


y=orcctg T 


13. Gráficos das funções trigonométricas inversas 
y= Arctg x e y = Arcetg x. 


14. Gráficos das funções exponenoiais 
y= е у = е7. 
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15. Curva logarítmica 


16. Curva de Gauss 
y = ln x. 


ym 


17. Gráficos das funções hiperbólicas 


18. Gráfico das funções 
e= — ect 
у = sen h x = —— ———— 


hiperbólicas 
er РЕЧ et 
2 = tgh zz -————— 
Ë ez + е TUE epe 
y = cosh x = سس‎ 5 -z 
2 Š y=ctghx e 
(catenária) 
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20. Hipérbole 
2 2 = 
x y о Tih 


y-bsenht 
(para o ramo direito). 


21. Parábola 22. Folha de Descartes 23. Cissóide de Diocles 
y? = 2 px. . 3⁄3 + уЗ — Заху = 0 ou a Dd ou 
3at а—х 
PES А as 
148 ж z 
зал mr 
mn +в __ a 
1+8 
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y 25. Lemniscata de Bernoulli 
i ) + رر‎ = ah — у%) ou 
7? = а? cos 2ф. 


24. Estrofóide 
att 


= z 


ax 


27. Hipociclóide (astróide) 
X = a cos? t, 
y = а sen? i 


26. Ciclóide Í * = ^ — sen 0), ou x? + y9 = a3, 
y = a(l — cos I). 


28. Cardióide 29. Evolvente (desenvolvimento) da 
r = a(1 + cos p). circunferéncia 
X = a(cos t + t sen t), 
l y=a(sent — f cos t). 
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X 
30. Espiral de Arquimedes 31. Espiral hiperbólica 
r = ag(r > 0). r=24>0. 
Ф 
of É 
X 

32. Espiral logaritmica 33. Rosa de trés pétalas 

т = 6%. r = а sen 3p(r > 0). 


A 
_ 


34. Rosa de quatro pétalas 
r= a|sen29]. 
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